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Περίληψη 

Οι κωνικές τοµές (κ.τ.) και ειδικότερα η Παραβολή, η Έλλειψη και 
η Υπερβολή εµφανίστηκαν στα µαθηµατικά από την αρχαιότητα και κατά 
καιρούς µελετήθηκαν τόσο µε γεωµετρικά, όσο και µε αλγεβρικά µέσα. 
Όµως, ένα πλήθος των ιδιοτήτων αυτών αποτελούν προβλήµατα της στοι-
χειώδους Ευκλείδειας Γεωµετρίας (Ε.Γ.) και εποµένως µπορούν να µελετη-
θούν, πλέον, χρησιµοποιώντας µόνον αυτή, µε τη βοήθεια πλήθους λογι-
σµικών της σύγχρονης τεχνολογίας. Στη συνέχεια παρουσιάζουµε και µελε-
τάµε µερικές από τις ιδιότητες αυτές.  

 
1. Εισαγωγή. Τα τελευταία 30 χρόνια οι κ.τ. (Παραβολή, Έλλειψη 

και Υπερβολή) είναι τµήµα της διδασκόµενης ύλης των Μαθηµατικών στο 
Λύκειο. Άλλοτε είναι µέρος της εξεταζόµενης Πανελλαδικά ύλης και άλλο-
τε όχι. Έτσι, κάποιες φορές, έχουν σηµαντική θέση στην προσοχή και την 
προσπάθεια των µαθητών (και των καθηγητών) και κάποιες όχι. Θα πρέπει 
να δεχτούµε ότι ο ρόλος και ο σκοπός των κ.τ. στα Μαθηµατικά του Λυκεί-
ου δεν είναι αυτοσκοπός, δηλαδή δε διδάσκονται µε στόχο την αυτή καθαυ-
τή γνώση των κ.τ., αλλά ως εργαλείο για να γνωρίσουν οι µαθητές την Α-
ναλυτική Γεωµετρία. Έτσι, διδάσκονται αποκλειστικά µε τους ορισµούς και 
τους κανόνες της Αναλυτικής Γεωµετρίας. Όµως και να ήθελε κάποιος να 
διδάξει τις κ.τ. µε τους κανόνες της Ε.Γ. µάλλον θα δυσκολευόταν, αφού τα 
σχήµατα, πράγµα αναγκαίο και αναπόφευκτο για τη Γεωµετρία, είναι εξαι-
ρετικά δύσκολο να αποτυπωθούν µε τον κανόνα και το διαβήτη (αποκλει-
στικά(?) εργαλεία για τη διδασκαλία) στον πίνακα της τάξης. 

Οι κ.τ., όµως, έχουν µια ιστορία δυόµισι χιλιάδων χρόνων (µεγάλο 
µέρος της ιστορικής διαδροµής αυτών µπορεί να βρει κάποιος στη µεταπτυ-
χιακή εργασία του ∆. Μπουνάκη [1]) και αποτελούν αναπόσπαστο κοµµάτι 
της ιστορίας µας και του πολιτισµού µας, οπότε µάλλον αδικούνται από τη 
µελέτη τους µόνο µε Αναλυτική Γεωµετρία. Εξάλλου είναι γνωστό στη δι-
δακτική ότι η κατανόηση των εννοιών επιτυγχάνεται από τις πολλαπλές α-
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ναπαραστάσεις. Το τελευταίο σηµαίνει ότι, αν στους στόχους µας είναι και 
η κατανόηση των κ.τ. αυτών καθαυτών, τότε αναπόφευκτα θα πρέπει να 
διδάσκονται και γεωµετρικά. Το µεγάλο εµπόδιο της δυσκολίας της 
αποτύπωσης των παρα-
πάνω κ.τ. στον πίνακα 
µπορεί να υπερνικηθεί 
µε τη χρήση της σύγ-
χρονης τεχνολογίας. 
Υπάρχουν σήµερα πολ-
λά λογισµικά µε κατά-
πληκτικές δυνατότητες 
σχεδίασης και είναι 
στις βιβλιοθήκες όλων 
των Σχολείων της 
χώρας µας, περιµένο-
ντας να τα χρησιµο-
ποιήσουµε. Ενδεικτικά 
αναφέρουµε το Geogebra (ελεύθερο λογισµικό), το Cabri, το Sketchpad κ.α. 

Ειδικότερα, στο βιβλίο της Β′ Λυκείου [2] προτείνεται ως κατα-
σκευή του σηµείου Μ (και Μ′) της παραβολής, η τοµή της κάθετης ευθείας 
στον οριζόντιο άξονα στο σηµείο Σ µε τον κύκλο (Ε, ΑΣ). Καθώς το Σ κι-

νείται στον οριζόντιο 
άξονα, τα σηµεία το-
µής γράφουν την Πα-
ραβολή (σχήµα Πα-
ραβολή 1). Στην πα-
ράγραφο 2. προτεί-
νουµε την κατασκευή 
αυτή ως τοµή της 
κάθετης ευθείας στη 
διευθετούσα στο ση-
µείο Σ, µε τη µεσο-
κάθετη στο ευθύ-
γραµµο τµήµα ΣΕ, 
όπου Ε είναι η εστία 

της παραβολής. Καθώς το Σ κινείται στην διευθετούσα, το σηµείο Μ γράφει 
την παραβολή (σχήµα Παραβολή 2). Σχετικά µε την Έλλειψη το βιβλίο [2] 
προτείνει έναν  µηχανικό τρόπο κατασκευής (του σχοινιού µήκους 2a ). 
Στην παράγραφο 3. προτείνουµε το τυχαίο σηµείο Μ της Έλλειψης να προ- 
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κύπτει από την τοµή της ακτίνας Ε′Σ του κύκλου (Ε′, 2a ) και της µεσοκά-
θετης στην ΕΣ. Καθώς το σηµείο Σ διαγράφει τον κύκλο (Ε′, 2a ), το Μ 
γράφει την Έλλειψη (σχήµα Έλλειψη). Τέλος, σχετικά µε την κατασκευή 
της Υπερβολής τί-
ποτε δεν προτείνεται 
στο σχολικό βιβλίο 
[2]. Στην παράγραφο 
4. προτείνουµε το  
τυχαίο σηµείο Μ της 
Υπερβολής να προ-
κύπτει από την τοµή 
της προέκτασης της 
ακτίνας Ε′Σ του 
κύκλου (Ε′, 2a ) και 
της µεσοκάθετης 
στην ΕΣ. Καθώς το 
σηµείο Σ διαγράφει 
τον κύκλο (Ε′, 2a ), το Μ γράφει την Υπερβολή (σχήµα Υπερβολή).  

Βάση των παραπάνω προτάσεων, ο δυναµικός τρόπος κατασκευής 
των κ. τ. κινεί το ενδιαφέρον και την περιέργεια αλλά και εξάπτει τη φα-

ντασία των µαθη-
τών. Οι µαθητές α-
ποκτούν εποπτεία 
των εννοιών και 
µπορούν πλέον να 
παρατηρήσουν, να 
εικάσουν, να προ-
βληµατιστούν και 
τέλος να αποδεί-
ξουν, µε τις γνώσεις 
τους από τη στοι-
χειώδη Ευκλείδεια  
Γεωµετρία που δι-
δάσκονται αυτοί 

στις δυο τάξεις του Λυκείου, ορισµένες από τις ιδιότητες της Παραβολής, 
της Έλλειψης και της Υπερβολής. 

Σκοπός αυτής της εργασίας είναι να δειχτεί ότι ένα µέρος των ιδιο-
τήτων των κ.τ., µπορούν να διδαχτούν και µε την Ευκλείδεια  Γεωµετρία, 
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µε τη χρήση της σύγχρονης τεχνολογίας. Παράλληλα, να δείξει ότι η χρήση 
της είναι σύµµαχος και βοηθός του εκπαιδευτικού στο έργο του. Ό,τι ανα-
φερθεί θα είναι από το σχολικό βιβλίο της Β′ Λυκείου [2], πλην ελάχιστων 
θεµάτων, ό,τι χρησιµοποιηθεί θα είναι, επίσης, από το σχολικό βιβλίο της 
Ε.Γ. της Α′ και Β′ Λυκείου [3]. Για το σκοπό αυτό, στη συνέχεια όταν θα 
λέµε (ή θα εννοείται) ότι «δίνεται η παραβολή», θα εννοούµε ότι δίνεται 
συγχρόνως και η διευθετούσα και η εστία της. Επίσης, όταν θα λέµε ότι 
«δίνεται η έλλειψη ή η υπερβολή», θα εννοούµε ότι δίνονται συγχρόνως οι 
εστίες τους και το α (δηλαδή το άθροισµα ή η διαφορά, αντίστοιχα, των α-
ποστάσεων τυχόντος σηµείου τους από τις εστίες τους). 

 
2. Η Παραβολή  
Ορισµός 2.1 [2]: Έστω 

µια ευθεία δ και ένα σηµείο Ε 
εκτός αυτής. Ονοµάζεται πα-
ραβολή µε εστία το σηµείο Ε 
και διευθετούσα την ευθεία δ 
ο γεωµετρικός τόπος (γ.τ.) C 
των σηµείων του επιπέδου, τα 
οποία ισαπέχουν από το Ε και 
τη δ 

Για να βρούµε ένα 
σηµείο Μ της παραβολής, 
παίρνουµε ένα σηµείο Α στη 
διευθετούσα δ και φέρουµε κά-
θετη σ’ αυτή. Έστω Μ η τοµή 
της καθέτου αυτής µε τη µεσο-
κάθετη στο τµήµα ΑΕ στο 
µέσον Κ. Προφανώς το Μ είναι σηµείο  του γ.τ., αφού ΜΕ=ΜΑ. Η κάθετη 
από το Ε στη δ προσδιορίζει το Β και είναι ο οριζόντιος άξονας x′x, ενώ η 
µεσοκάθετη στη ΒΕ  είναι ο κατακόρυφος άξονας yy′ και η τοµή τους Ο 
προσδιορίζει την κορυφή της παραβολής. Προφανώς το Κ ανήκει στον κα-
τακόρυφο άξονα, αφού //OK δ  και Ο µέσο της ΒΕ. Επιπλέον η ΑΕ διχοτο-

µεί τη γωνία �OEM , αφού � �OEA E AM=  και � �AEM E AM= . 
Το σηµείο Μ είναι το µοναδικό σηµείο του γ.τ. που βρίσκεται στη 

µεσοκάθετη του ΑΕ, οπότε αυτή (η µεσοκάθετη) είναι και η εφαπτοµένη 
στο σηµείο Μ της παραβολής. Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι υπάρχει ακόµη 
ένα σηµείο Ν της µεσοκάθετης που βρίσκεται στην παραβολή, τότε, αφού 
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το Ν είναι σηµείο της παραβολής, ισχύει ΝΕ=ΝΝ1. Επίσης, αφού το Ν ανή-
κει στη µεσοκάθετη, έχουµε ότι ΝΕ=ΝΑ, προκύπτει λοιπόν ότι ΝΑ=ΝΝ1, 
δηλαδή ότι ένα πλάγιο τµήµα είναι ίσο µε την απόσταση, που είναι άτοπο.  
Έτσι, για να φέρουµε την εφαπτοµένη σ’ ένα σηµείο Μ της παραβολής, αρ-
κεί να φέρουµε κάθετη από το σηµείο αυτό στη διευθετούσα, να προσδιορί-
σουµε το σηµείο Α και στη συνέχεια να φέρουµε τη µεσοκάθετη στο τµήµα 
ΑΕ. Επιπλέον, για να φέρουµε την εφαπτοµένη από ένα σηµείο ∆ της διευ-
θετούσας (ή του επιπέδου), προσδιορίζουµε το Α επί της διευθετούσας, ώ-
στε ∆Α=∆Ε και τότε η µεσοκάθετη στο ΑΕ είναι η εφαπτοµένη αυτής. 

 
Πρόταση 2.1 (Ανακλαστική ιδιότητα). Η κάθετη στην εφαπτοµένη 

µιας παραβολής στο σηµείο επαφής Μ διχοτοµεί τη γωνία που σχηµατίζει η 
ΜΕ και η ευθεία Μt, που είναι οµόρροπη της ΟΕ. 

Απόδειξη. Στο Σχήµα 1 βλέπουµε ότι φ1= φ2 (ως κατακορυφήν). Ε-
πίσης, φ1= φ3 (από τη µεσοκάθετη), οπότε προκύπτει φ2= φ3. Η τελευταία 
ισότητα αποδεικνύει την πρόταση. 

 
Πρόταση 2.2 (Εφαρµογή 2 σελ. 98 και Άσκηση 6, σελ. 100 [2]). 

Αν η εφαπτοµένη της παραβολής 
(Σχήµα 2) στο σηµείο Μ αυτής, 
τέµνει τη διευθετούσα στο σηµείο ∆ 
και τον άξονα yy′ στο Κ, τότε ισχύει 
ότι: 

1. � 90oM E∆ =  
2. EK M⊥ ∆   
3. 2EK KM K= ⋅ ∆  

Απόδειξη. Από την 
κατασκευή της εφαπτόµενης και τη 
συµµετρία ως προς ∆Μ (Σχήµα 2) 
προκύπτει ότι το τρίγωνο ∆ΕΜ είναι 
ορθογώνιο και το ΕΚ είναι το ύψος 
του. 

 
3. Η Έλλειψη. 
Ορισµός 3.1. Έστω Ε′ και Ε δυο σηµεία ενός επιπέδου. Ονοµάζεται 

έλλειψη, µε εστίες τα σηµεία Ε′ και Ε, ο γ.τ. C των σηµείων του επιπέδου, 
των οποίων το άθροισµα των αποστάσεων από τα Ε′ και Ε είναι σταθερό 
( 2 α= ⋅ ) και µεγαλύτερο του Ε′Ε ( 2 γ= ⋅ ) 
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Για να βρούµε ένα σηµείο Μ της έλλειψης παίρνουµε ένα σηµείο Ν 
στον κύκλο (Ε′,2 a⋅ ) και έστω Μ το σηµείο τοµής της Ε′Ν και της µεσοκά-
θετης στο τµήµα ΝΕ (Σχήµα 3). Προφανώς το Μ είναι σηµείο του γ.τ., α-
φού ' ' 2ME ME ME MN a+ = + = ⋅ . Τα Ε′ και Ε ονοµάζονται εστίες της έλ-
λειψης και η Ε′Ε εστιακή απόσταση. Το µέσον Ο του Ε′Ε ονοµάζεται κέ-
ντρο της έλλειψης και η ευθεία Ε′Ε είναι ο οριζόντιος άξονας, ενώ η κάθετη 
στο µέσον Ο του Ε′Ε είναι ο κατακόρυφος άξονας. Το Μ είναι το µοναδικό 
σηµείο της έλλειψης που ανήκει στη µεσοκάθετη ΕΝ. ∆ηλαδή, η µεσοκάθε-
τη στο ΕΝ είναι η εφαπτόµενη στην έλλειψη. Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι 
υπάρχει και ακόµη ένα σηµείο Ν1 κοινό στην έλλειψη και τη µεσοκάθετη, 
διαφορετικό του Μ, τότε στο τρίγωνο Ε′Ν1Ν θα ίσχυε 

1 1' 2 'E N N N a E N+ = = , που είναι άτοπο. Έτσι, για να φέρουµε την εφα-

πτοµένη σ’ ένα σηµείο Μ της έλλειψης, αρκεί να προσδιορίσουµε το σηµείο 
Ν, τοµή του κύκλου (Ε′, 2 a⋅ ) µε την Ε′Μ και να φέρουµε τη µεσοκάθετη 
στην ΕΝ. Επίσης, αν Σ τυχαίο σηµείο του οριζόντιου άξονα (ή του επιπέ-
δου), τότε µπορούµε να προσδιορίσουµε το σηµείο Ν του κύκλου (Ε′,2 a⋅ ), 
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ώστε ΣΝ=ΣΕ και στη συνέχεια να φέρουµε την εφαπτοµένη της έλλειψης, 
φέρνοντας τη µεσοκάθετη στην ΕΝ. Ακόµη, εύκολα µπορεί κάποιος να δια-
πιστώσει ότι ΟΕ=γ και ΟΑ=α. 

Η κάθετη από το Ε στον οριζόντιο άξονα x′x (Σχήµα 3) προσδιορίζει 
επί του κύκλου το ∆. Η µεσοκάθετη στο E∆ προσδιορίζει το Β στον κατα-
κόρυφο άξονα, που είναι το µέσον B του Ε′∆, οπότε και ΕΒ=α (διάµεσος 
ορθογωνίου τριγώνου). Αν ορίσουµε ΟB=β, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΕΟΒ, 
προφανώς θα έχουµε τη γνωστή µας σχέση 2 2 2β α γ= − . Το ΟΑ λέγεται 
οριζόντιος ηµιάξονας, ενώ το τµήµα ΟΒ κατακόρυφος ηµιάξονας. Τα α και 
β προσδιορίζουν πλήρως της έλλειψη, γι’ αυτό πολλές φορές γράφουµε η 
έλλειψη C(α,β). 

 
Πρόταση 3.1 (Ανακλαστική ιδιότητα σελ. 108 [2]). Η κάθετη στην 

εφαπτοµένη µιας έλλειψης στο σηµείο επαφής Μ, διχοτοµεί τη γωνία που 
σχηµατίζει η ΜΕ και η ΜΕ′. 

Απόδειξη. Στο Σχήµα 3 η ισότητα των τριών γωνιών φ1, φ2 και φ3 
αποδεικνύουν την πρόταση. 



 8 

Τέλος, για τις ιδιότητες της έλλειψης (σελ 102, [2]) εφαρµόζουµε το 
θεώρηµα των διαµέσων (Σχήµα 4) στο τρίγωνο Ε′ΜΕ (το Μ σηµείο του 1ου 
τεταρτηµορίου). Θέτοντας ΜΕ=x, παίρνουµε ΜΕ′=2 a x⋅ − , οπότε, αφού 

( , )x α γ α∈ − , έχουµε  
2 2 2 22 2OM x x aα γ= − + − . 

Η διάµεσος ΟΜ φαίνεται εύκολα ότι είναι µια φθίνουσα συνάρτηση του x 
και έτσι έχουµε ότι OMβ α≤ ≤ . Επιπλέον, η προέκταση της ΝΕ (Σχήµα 

4), τέµνει τον κύκλο (Ε′,2α) στο Η. Η µεσοκάθετη στο ΕΗ τέµνει την Ε′Η 
στο Μ′, οπότε το Μ′ είναι σηµείο της έλλειψης. Από το ισοσκελές τρίγωνο 
ΗΕ′Ν φαίνεται ότι το τετράπλευρο Ε′Μ′ΕΜ είναι παραλληλόγραµµο και 
συνεπώς το Ο, σηµείο τοµής των διαγωνίων αυτού, είναι κέντρο συµµετρίας 
αυτής. Η συµµετρία ως προς τον άξονα x′x  είναι προφανής, ενώ η συµµε-
τρία ως προς το κέντρο Ο και τον άξονα x′x συνεπάγεται και τη συµµετρία 
ως προς τον κατακόρυφο άξονα yy′. Συνεπώς, κάθε σηµείο της έλλειψης 
βρίσκεται στο εξωτερικό του κύκλου (Ο,ΟΒ) και στο εσωτερικό του 
(Ο,ΟΑ).  

 
4. Η Υπερβολή. 
Ορισµός 4.1. Έστω Ε′ και Ε δυο σηµεία ενός επιπέδου. Ονοµάζεται 

υπερβολή µε εστίες τα σηµεία Ε′ και Ε ο γ.τ. C των σηµείων του επιπέδου, 
των οποίων η διαφορά των αποστάσεων από τα Ε′ και Ε είναι σταθερή 
( 2 α= ⋅ ) και µικρότερη του Ε′Ε( 2 γ= ⋅ ). 
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Για να βρούµε ένα σηµείο Μ της υπερβολής, παίρνουµε ένα σηµείο 
Ν στον κύκλο (Ε′,2 a⋅ ) και έστω Μ το σηµείο τοµής της Ε′Ν και της µεσο-
κάθετης στο τµήµα ΝΕ (Σχήµα 5). Προφανώς το Μ είναι σηµείο του τόπου, 
αφού ' ' 2ME ME ME MN a− = − = ⋅ . Τα Ε′ και Ε ονοµάζονται εστίες της 
υπερβολής και η Ε′Ε εστιακή απόσταση. Το µέσον Ο του Ε′Ε ονοµάζεται 
κέντρο της υπερβολής και η ευθεία Ε′Ε είναι ο οριζόντιος άξονας, ενώ η 
κάθετη στο µέσον Ο του Ε′Ε είναι ο κατακόρυφος άξονας αυτής. Αποδει-
κνύεται εύκολα, µε απαγωγή σε άτοπο, όπως και στην έλλειψη, ότι το Μ 
είναι το µοναδικό σηµείο της υπερβολής που ανήκει στη µεσοκάθετη του 
ΕΝ. ∆ηλαδή, η µεσοκάθετη στο ΕΝ είναι η εφαπτόµενη στην υπερβολή. 
Έτσι, για να φέρουµε την εφαπτοµένη σ’ ένα σηµείο Μ της υπερβολής, αρ-
κεί να προσδιορίσουµε το σηµείο Ν, τοµή του κύκλου (Ε′,2 a⋅ ) µε την Ε′Μ 
και να φέρουµε τη µεσοκάθετη στην ΕΝ. Επίσης, αν Σ τυχαίο σηµείο του 
οριζόντιου άξονα (ή του επιπέδου), τότε µπορούµε να προσδιορίσουµε το 
σηµείο Ν του κύκλου (Ε′,2 a⋅ ), ώστε ΣΝ=ΣΕ και στη συνέχεια να φέρουµε 
την εφαπτοµένη της έλλειψης, φέρνοντας τη µεσοκάθετη στην ΕΝ. 

Η προέκταση της ΕΝ, προς το µέρος του Ν (Σχήµα 5), τέµνει τον 
κύκλο (Ε′, 2 a⋅ ) στο Ν′. Η τοµή της Ν′Ε′ µε τη µεσοκάθετη στο τµήµα ΕΝ′, 
προσδιορίζει το Μ′, το οποίο είναι επίσης σηµείο της υπερβολής, αφού 

' ' ' ' ' ' ' ' ' 2M E M E M N M E N E a− = − = = ⋅ . Η ισότητα των γωνιών α, β, γ, 
δ και ε εξασφαλίζει ότι το τετράπλευρο ΕΜ′Ε′Μ είναι παραλληλόγραµµο, 
οπότε το κέντρο Ο είναι κέντρο συµµετρίας της υπερβολής. Προφανώς ο 
οριζόντιος άξονας είναι άξονας συµµετρίας, οπότε (λόγω της συµµετρίας ως 
προς κέντρο) και ο κατακόρυφος θα είναι άξονας συµµετρίας αυτής. Στη 
συνέχεια, για τις ιδιότητες της υπερβολής (σελ. 116, [2]), από το δεύτερο 
θεώρηµα των διαµέσων στο τρίγωνο Ε′ΜΕ και θέτοντας Ε′Ν=2 α και ΕΕ′=2 
γ, προκύπτει ότι 

2 2 2' 2 'E M EM EE O a a NM O∆ γ ∆− = ⋅ ⋅ ⇔ ⇔ + ⋅ = ⋅⋯ . 
∆εδοµένου όµως ότι  

' ' 2 2 2E M ME EE MNα γ+ ≥ ⇔ + ≥ ⇔  0NM aγ≥ − > , 

παίρνουµε ότι 2 ( )a a γ α γ Ο∆ α Ο∆+ ⋅ − ≤ ⋅ ⇔ ≤ , δηλαδή, ότι τα σηµεία της 
υπερβολής είναι δεξιά της ευθείας της κάθετης στο Α και άρα αυτή δεν τέ-
µνει τον κατακόρυφο άξονα. Τέλος τα σηµεία Α και Α′ λέγονται κορυφές 
της υπερβολής και ΟΑ = α, αφού  

2 2

2

a
OA OE AE a

γ
γ

−
= − = − = . 
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Από την κατασκευή της υπερβολής, προφανώς, αν η προέκταση της 
ακτίνας του κύκλου Ε′Ν και η µεσοκάθετη της ΕΝ είναι παράλληλες, τότε 
δεν προσδιορίζεται σηµείο της υπερβολής. Στην περίπτωση αυτή, η µεσο-
κάθετη της ΕΝ διέρχεται από την αρχή των αξόνων και ονοµάζεται ασύ-
µπτωτη. Επί πλέον, η ΕΝ είναι εφαπτόµενη στον κύκλο (Ε′,2 a⋅ ) και υ-
πάρχουν δυο τέτοιες ασύµπτωτες που είναι µεσοκάθετες στις δυο εφαπτό-
µενες του κύκλου (Ε′,2 a⋅ ) από το σηµείο Ε. 

 
Πρόταση 4.1 (Ανακλαστική ιδιότητα σελ. 121 [2]). Η κάθετη στην 

εφαπτοµένη µιας υπερβολής στο σηµείο επαφής Μ διχοτοµεί τη γωνία που 
σχηµατίζει η ΜΕ′ και η προέκταση της ΜΕ. 

Απόδειξη. Στο Σχήµα 5 η ισότητα των τριών γωνιών φ1, φ2 και φ3 
αποδεικνύει την πρόταση. 

 
4. Επίλογος. 
Στην παρούσα εργασία έγινε µια προσπάθεια να παρουσιαστούν οι 

κωνικές τοµές, που διδάσκονται στη Β′ Λυκείου µέσα από την Ε.Γ., που 
επίσης διδάσκεται στο Λύκειο. Οι αποδείξεις (µε τη χρήση της Ε.Γ.) είναι 
στα πλαίσια των δυνατοτήτων των µαθητών µας. Τέλος, ένα πλήθος από 
ιδιότητες αυτών θα µπορούσε κάποιος να δει στο [4]. 
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