
H EukleÐdeia GewmetrÐa wc ErgaleÐo thc Arijmhtik c
An�lushc se Efarmogèc twn Majhmatik¸n

Miqa l TzoÔmac1 kai Apìstoloc Qatzhd moc2

1 AntÐ Prolìgou

Kat� thn poreÐa thc èreunac miac prìsfathc ergasÐac mac [16] proèkuye to parak�tw Prìblhma
BeltistopoÐhshc, to opoÐo sunoptik� diatup¸netai wc ex c:

Prìblhma: 1.1 Na lujeÐ to akìloujo prìblhma

min
ω>0

{
max
a∈H

∣∣∣∣
1− ωa

1 + ωa

∣∣∣∣
}

, (1.1)

ìpouH kleistì kurtì polÔgwno, summetrikì wc proc to jetikì pragmatikì hmi�xona tou migadikoÔ
epipèdou kai

a = β + ıγ, β = Re a > 0, γ = Im a

(bl. Sq ma 1).

H lÔsh tou sugkekrimènou probl matoc mporeÐ Ðswc na dojeÐ me polloÔc trìpouc. H lÔsh pou
dìjhke apì mac pragmatopoi jhke me ergaleÐa thc EukleÐdeiac GewmetrÐac kai mìnon. Autìc o
trìpoc thc epÐlushc parousi�zetai sthn paroÔsa ergasÐa.

1(mtzoumas@sch.gr). Σύμβουλος Μαθηματικών Νομού Αιτωλοακαρνανίας (Ιωσήφ Ρωγών και Βεϊκου, 302 00
Ι. Π. Μεσολογγίου).

2Ομιλητής (hadjidim@inf.uth.gr). Ομότιμος καθηγητής Πανεπιστημίων Ιωαννίνων και Κρήτης (Τμήμα
Μηχανικών Η/Υ, Τηλεπικοινωνιών & Δικτύων, Πανεπιστήμιο Θεσσαλίας, Ιάσονος 10, 383 33 Βόλος).
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Sq ma 1: To Kleistì Kurtì PolÔgwno H Summetrikì wc proc to jetikì pragmatikì hmi�xona

Gia na topojethjeÐ to parap�nw prìblhma sto q¸ro twn Majhmatik¸n kai na exhghjeÐ o tÐt-
loc thc ergasÐac krÐnetai aparaÐthto na dojeÐ mia sÔntomh Eisagwg  kai sth sunèqeia na parou-
siasteÐ o Metasqhmatismìc Cayley, pou èqei efarmogèc, metaxÔ �llwn, sto Prìblhma thc Ari-
jmhtik c EpÐlushc thc ExÐswshc Poisson kai sto “Prìblhma Grammik c Sumplhrwmatikìthtac”,
apì ta opoÐa pro lje to Prìblhma (1.1). O anagn¸sthc ja prèpei na èqei upìyh tou ìti stoiqeÐa
pou ja aforoÔn se jèmata Arijmhtik c An�lushc (A.A.) ja dojoÔn perigrafik� en¸ �lla apl�
ja anaferjoÔn. Analutik� ja dojoÔn mìnon ta afor¸nta se EukleÐdeia GewmetrÐa.

2 Eisagwg 

Ta Majhmatik� diakrÐnontai sun jwc se duo meg�lec kathgorÐec qwrÐc ta ìria aut¸n na eÐ-
nai saf . Sta Kajar� Majhmatik� (Algebra, An�lush, GewmetrÐa, k.lp.) kai ta Efarmosmè-
na Majhmatik�. Mia kathgoriopoÐhsh twn Efarmosmènwn Majhmatik¸n eÐnai dÔskolh lìgw
thc meg�lhc exeidÐkeus c touc ta teletaÐa qrìnia. Gegonìc eÐnai ìti ta Efarmosmèna Majh-
matik� proèrqontai apì Efarmogèc se Kajar� Majhmatik�, Epist mec (Fusik , QhmeÐa, BiologÐa,
k.lp.), TeqnologÐa (Mhqanik , Statik , Dunamik , Elastikìthta, Akoustik , Jermìthta k.lp.)
OikonomÐa, Iatrik , k.lp. Genikì qarakthristikì twn pleÐstwn Problhm�twn Efarmog¸n eÐnai ta
poll� arijmhtik� dedomèna. Profan¸c, h Ôparxh poll¸n arijmhtik¸n dedomènwn gia thn eÔresh
arijmhtik¸n apotelesm�twn sunep�getai th qr sh HlektronikoÔ Upologist  (H/U). H qrhsi-
mopoÐhsh, ìmwc, tou H/U gia thn epÐlush Arijmhtik¸n Efarmog¸n proôpojètei, �mesa   èmmesa,
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th bo jeia kai th qr sh thc A.A.

KrÐnetai ètsi skìpimo na exhghjeÐ h sÔndesh thc A.A. me ton H/U. Katarq�c, ja prèpei na
tonisteÐ ìti basikìc skopìc thc A.A eÐnai h kataskeu  Arijmhtik¸n Algìrijmwn.
a) Arijmhtikìc Algìrijmoc eÐnai mÐa Peperasmènh AkoloujÐa twn Tess�rwn Pr�xewn thc Ari-
jmhtik c. Opwc eÐnai gnwstì, o H/U, se ì,ti afor� arijmhtikèc pr�xeic, mporeÐ na ektelèsei
mìnon prìsjesh se duadik  morf . Kat� k�poio sumplhrwmatikì trìpo ekteleÐ afaÐresh kai
kat' epèktash pollaplasiasmì kai diaÐresh, afoÔ oi duo teleutaÐec pr�xeic apoteloÔntai apì
diadoqikèc prosjèseic kai afairèseic, antÐstoiqa. Ara pr�xeic, ìpwc, p.q., h eÔresh rÐzac opoias-
d pote t�xhc, log�rijmou, trigwnometrik¸n arijm¸n, orismènwn oloklhrwm�twn k.lp., mporoÔn
na brejoÔn mìno me k�poia “proseggistik ” mèjodo thc A.A. H eÔresh Arijmhtik¸n Algìrijmwn,
pou ja metatrèpoun tic ìpoiec pr�xeic stic tèsseric thc Arijmhtik c kai mìnon apoteleÐ ton kÔrio
skopì thc.
b) O Arijmhtikìc Algìrijmoc gia na eÐnai “realistikìc” ja prèpei na brÐskei to epijumhtì apotè-
lesma me tic ligìterec dunatèc pr�xeic. Autì, ìpwc eÐnai eunìhto, èqei meg�lh praktik  axÐa afoÔ
o qrìnoc ton opoÐo ja qrei�zetai o H/U gia na katal xei sto apotèlesma ja eÐnai mikrìteroc.
Etsi, ènac deÔteroc skopìc thc A.A. eÐnai h kataskeu  Arijmhtik¸n Algìrijmwn pou ja ft�noun
sto epidiwkìmeno apotèlesma me tic ligìterec dunatèc pr�xeic. kai
g) De ja prèpei na lhsmoneÐ kaneÐc ìti k�je arijmìc apojhkeÔetai ston H/U se k�poia jèsh
mn mhc tou se duadik  morf  me èna peperasmèno pl joc duadik¸n yhfÐwn. Ara ta dedomèna tou
proc epÐlush probl matoc eÐnai sqedìn adÔnaton na apojhkeutoÔn akrib¸c. Autì giatÐ o arijmìc
eÐte eÐnai �rrhtoc, p.q.,

√
2,   eÐnai rhtìc me th duadik  morf  tou na èqei �peira duadik� yhfÐa,

p.q., 1
5

= 0.001100110011 . . .<2>,   to akribèc duadikì an�ptugm� tou uperbaÐnei th qwrhthkìthta
miac jèshc mn mhc. Ara k�poia duadik� yhfÐa tou apì mia t�xh kai pèra ja prèpei na apokopoÔn
me sunèpeia o arijmìc pou telik� apojhkeÔetai na mhn eÐnai o akrib c kai epomènwc na èqei
k�poio “sf�lma”, to legìmeno “sf�lma stroggÔleushc”. Up�rqoun ìmwc kai �lla sf�lmata pou
eisqwroÔn sta dedomèna enìc probl matoc kat� thn apoj keush ston H/U. P.q., an jel soume
na apojhkeÔsoume to hmÐtono miac gnwst c gwnÐac α ∈ (0, π

2
) se aktÐnia. EÐnai fanerì ìti h pr�xh

thc eÔreshc tou sin α eÐnai pèra apì tic tèsseric thc Arijmhtik c. Ara ja prèpei loipìn to sin α

na brejeÐ apì to an�ptugma Taylor sin α =
∑∞

k=0(−1)k α2k+1

(2k+1)!
. KajÐstatai ìmwc fanerì ìti, akìmh

ki an eÐnai dunatìn k�je ìroc tou ajroÐsmatoc na mporeÐ na apojhkeuteÐ akrib¸c, eÐnai adÔnaton
na apojhkeutoÔn oi �peiroi ìroi tou. Anagkastik� ja apokeuteÐ èna merikì �jroisma thc mor-
f c sin α =

∑n
k=0(−1)k α2k+1

(2k+1)!
. Etsi dhmiourgeÐtai èna sf�lma kat� thn apoj keush, kaloÔmeno

“sf�lma apokop c” Ðso me ε =
∑n

k=0(−1)k α2k+1

(2k+1)!
−∑∞

k=0(−1)k α2k+1

(2k+1)!
= −∑∞

k=n+1(−1)k α2k+1

(2k+1)!
.

Ta sf�lmata stroggÔleushc kai apokop c sta dedomèna enìc probl matoc metadÐdontai kat�
touc upologismoÔc kai dÐnoun telik� apotelèsmata pou den eÐnai akrib . Enac trÐtoc skopìc
loipìn thc A.A. eÐnai na entopÐzontai, na prosdiorÐzontai kai na periorÐzontai ta telik� sf�l-
mata sta apotelèsmata ¸ste na eÐnai dunatìn na apofasÐzetai an ta lambanìmena apotelèsmata
mporoÔn na gÐnoun apodekt�   ìqi.
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Me b�sh ìla ta parap�nw ja mporoÔse na katat�xei kaneÐc thn A.A. sta Efarmosmèna Ma-
jhmatik�, afoÔ asqoliètai me Efarmogèc twn Majhmatik¸n. Omwc h kataskeu  twn Arijmhtik¸n
Algìrijmwn kaj¸c kai h eÔresh twn sfalm�twn gÐnontai me skeptikì kai ergaleÐa Kajar¸n Ma-
jhmatik¸n kai �ra mporeÐ na entaqteÐ sta Kajar� Majhmatik�. Iswc to pio swstì ja  tan na
katatageÐ k�pou metaxÔ Kajar¸n kai Efarmosmènwn Majhmatik¸n.

3 Metasqhmatismìc Cayley

O Metasqhmatismìc Cayley orÐzetai wc ex c:

Orismìc 3.1 Gia k�je pÐnaka A ∈ Cn,n, me det(I + A) 6= 0, ìpou I o monadiaÐoc pÐnakac t�xhc
n, h sun�rthsh-pÐnakac

F ≡ F (A) := (I + A)−1(I + A) (3.1)

kaleÐtai Metasqhmatismìc Cayley.

(ShmeÐwsh: Gia idiìthtec kai jewrhtikèc efarogèc tou MetasqhmatismoÔ Cayley bl., p.q., [11].)

O Metasqhmatismìc Cayley mporeÐ na epektajeÐ wc akoloÔjwc:

Orismìc 3.2 Upì tic proôpojèseic tou OrismoÔ 3.1, kaloÔme Parekballìmeno Metasqhma-
tismì Cayley, me par�metro parekbol c ω, th sun�rthsh-pÐnaka

Fω = F (ωA) := (I + ωA)−1(I − ωA), ω ∈ C\{0}, det(I + ωA) 6= 0. (3.2)

Basik  Upìjesh: Ektìc ki an alli¸c oristeÐ, efex c ja jewreÐtai ìti o pÐnakac A stouc
OrismoÔc 3.1 kai 3.2 eÐnai pragmatikìc kai jetik� eustaj c, dhlad  oi idiotimèc tou brÐskontai
austhr� sta dexi� tou fantastikoÔ �xona tou migadikoÔ epipèdou. Sugkekrimèna, an a ∈ σ(A)
tìte Re a > 0. (Shmei¸seic: UpenjumÐzetai ìti: a) Idiotim  λ ∈ C enìc pÐnaka A ∈ Cn,n, me
antÐstoiqo idiodi�nusma x ∈ Cn\{0}, kaleÐtai o arijmìc pou ikanopoieÐ thn isìthta Ax = λx
 , isodÔnama, thn det(A − λI) = 0. b) Up�rqoun sunolik� n idiotimèc oi opoÐec apoteloÔn to
kaloÔmeno f�sma twn idiotim¸n tou pÐnaka A pou sumbolÐzetai me σ(A).)

4 Efarmogèc

O Metasqhmatismìc Cayley, o Parekballìmenoc antÐstoiqìc tou, kaj¸c kai ta bajmwt� an�log�
touc (1−a

1+a
, 1−ωa

1+ωa
) èqoun meg�lo praktikì endiafèron. Apì tic pollèc praktikèc efarmogèc touc

anafèroume ed¸ sunoptik� tèsseric.
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1) Sthn epÐlush tou Probl matoc Grammik c Sumplhrwmatikìthtac, pio gnwstì wc LCP, apì
ta arqik� twn lèxewn thc antÐstoiqhc agglik c orologÐac (Linear Complementarity Problem),
ìtan o basikìc pÐnakac A eÐnai pragmatikìc (A ∈ Rn,n), summetrikìc (AT = A, ìpou o p�nw
deÐkthc “T ” sumbolÐzei ton an�strofo tou antÐstoiqou pÐnaka (  dianÔsmatoc) ) kai jetik� oris-
mènoc, dhlad  xT Ax > 0∀x ∈ Rn\{0} kai epilÔetai me th mèjodo tou Modulus Algorithm tou
van Bokhoven [30]. (ShmeÐwsh: Perissìtera gia to LCP me sqetikì par�deigma dÐnontai sthn
Par�grafo 9.)
To LCP apantiètai se p�ra pollèc praktikèc efarmogèc. Opwc:
a) Sto Majhmatikì Programmatismì (Grammikì   Kurtì Tetragwnikì) (bl., p.q., [3], [24], [25],
k.lp.).
b) Sth JewrÐa PaignÐwn kai sugkekrimèna sto Prìblhma EÔreshc tou ShmeÐou IsorropÐac tou
Nash se Dipinakikì PaÐgnio (bl. anwtèrw).
g) Stic Parabolikèc MDE me EleÔjera SÔnora kai sugkekrimèna se Probl mata Mhqanik c
Reust¸n, ìpwc sto Sqediasmì Skaf¸n (aeropl�nwn, autokin twn, ploÐwn, upobruqÐwn, k.lp.)
(bl. anwtèrw).
d) Stic Parabolikèc MDE me KinoÔmena SÔnora se Probl mata QrhmatooikonomÐac, ìpwc sto
perÐfhmo “Amerikanikì Prìblhma EktÐmhshc Epilog¸n” (bl., p.q., [27], [21]).

2) Ston prosdiorismì thc bèltisthc epitaquntik c paramètrou kat� thn epÐlush tou GrammikoÔ
Sust matoc, pou prokÔptei apì th diakritopoÐhsh Elleiptik¸n kai Parabolik¸n MDE k�tw apì
orismènec proôpojèseic, me thn Epanalhptik  Mèjodo twn Peplegmènwn Enallassìmenwn Dieu-
jÔnsewn (Alternating Direction Implicit (ADI)) twn Peaceman kai Rachford [28]. (ShmeÐwsh:
Perissìtera sthn Par�grafo 10.)

3) Sthn epÐlush MigadikoÔ GrammikoÔ Sust matoc Algebrik¸n Exis¸sewn me pÐnaka sunte-
lest¸n agn¸stwn A ∈ Cn,n jetik� eustaj  me mia ADI-tÔpou epanalhptik  mèjodo basizìmenh
sthn Ermitian -Antiermitian  Di�spash twn Bai, Golub kai Ng [2].

4) OmoÐwc wc �nw me thn Kanonik -Antiermitian  Di�spash twn Ðdiwn ereunht¸n [12].

5 To Prìblhma BeltistopoÐhshc

To Prìblhma thc beltistopoÐshc thc paroÔsac ergasÐac, me b�sh kai tic Efarmogèc thc pro-
hgoÔmenhc Paragr�fou, proèrqetai apì thn epijumÐa mac thc elaqistopoÐhshc thc fasmatik c
aktÐnac tou pÐnaka tou Parekballìmenou MetasqhmatismoÔ Cayley sthn (3.2), ìtan o pÐnakac A
eÐnai pragmatikìc kai jetik� eustaj c. Sugkekrimèna:

Prìblhma: 5.1 Na prosdioristeÐ h “bèltisth” tim  thc paramètrou (parekbol c) ω, h opoÐa
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epilÔei to Prìblhma BeltistopoÐhshc

min
ω>0

ρ(Fω) = min
ω>0

max
ai∈σ(A), i=1(1)n

∣∣∣1− ωai

1 + ωai

∣∣∣ (< 1) . (5.1)

Shmei¸seic: a) Genik�, fasmatik  aktÐna pÐnaka B ∈ Cn,n kaleÐtai to mètro thc apìluta megalÔ-
terhc idiotim c tou kai sumbolÐzetai me ρ(B). Dhlad , ρ(B) := maxi=1(1)n |bi|, ìpou bi, i = 1(1)n,
oi idiotimèc tou B. b) MporeÐ na apodeiqteÐ ìti oi idiotimèc tou pÐnaka Fω = (I + ωA)−1(I − ωA)
dÐnontai apì tic ekfr�seic 1−ωai

1+ωai
, ìpou me ai, i = 1(1)n, sumbolÐzontai oi idiotimèc tou A. g) H

par�metroc parekbol c ω epilègetai pragmatik  lìgw thc summetrÐac tou f�smatoc twn idiotim¸n
tou A, σ(A), wc proc to jetikì pragmatikì hmi�xona kai epiplèon jetik , afoÔ to pragmatikì
mèroc twn idiotim¸n ai tou A eÐnai jetikì, ¸ste na isqÔei |1−ωai

1+ωai
| < 1, ai ∈ σ(A). H isqÔc

thc parap�nw anisìthtac exasfalÐzei th sÔgklish miac Epanalhptik c Mejìdou gia thn epÐlush
GrammikoÔ Sust matoc Bx = b, B ∈ Cn,n, det(B) 6= 0, b ∈ Cn, me epanalhptikì pÐnaka Fω, sth
monadik  lÔsh tou arqikoÔ sust matoc (bl., p.q, [10]).

6 GenÐkeush tou Probl matoc BeltistopoÐhshc

ArqÐzoume thn paroÔsa par�grafo me ènan orismì.

Orismìc 6.1 DÐnetai pÐnakac A ∈ Cn,n kai èstw σ(A) to f�sma twn idiotim¸n tou. Kleist 
kurt  j kh H tou diakritoÔ sunìlou σ(A) kaleÐtai to mikrìtero kleistì kurtì polÔgwno pou
perièqei to σ(A) sto kleistì eswterikì tou.

ShmeÐwsh: Sthn perÐptwsh ìpou o A ∈ Rn,n eÐnai profanèc ìti to σ(A) ja eÐnai summetrikì wc
proc ton pragmatikì �xona. An de, ìpwc sthn perÐptws  mac tou Probl matoc 5.1, o A eÐnai kai
jetik� eustaj c, tìte to σ(A) ja eÐnai summetrikì wc proc to jetikì pragmatikì hmi�xona, �ra
kai h kleist  kurt  j kh H tou σ(A) ja eÐnai summetrik  wc proc ton hmi�xona autìn.

AntÐ tou Probl matoc 5.1 jewroÔme to parak�tw genikìtero prìblhma beltistopoÐhshc, to
opoÐo, ìpwc ja apodeiqteÐ sth sunèqeia, eÐnai afenìc isodÔnamo me to Prìblhma 5.1 kai afetèrou
lÔnetai eukolìtera.

Prìblhma: 6.1 Na prosdioristeÐ h “bèltisth” tim  thc paramètrou (parekbol c) ω, h opoÐa
epilÔei to Prìblhma BeltistopoÐhshc

min
ω>0

max
a∈H

∣∣∣1− ωa

1 + ωa

∣∣∣ (< 1) . (6.1)
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6.1 MetasqhmatismoÐ Möbius

JewroÔme th sun�rthsh pou brÐsketai entìc tou mètrou thc èkfrashc (6.1). Sugkekrimèna

w := w(a) =
1− ωa

1 + ωa
, a ∈ H, ω > 0. (6.2)

H sun�rthsh w = w(a) èqei tic parak�tw idiìthtec:
1) H w eÐnai ènac Metasqhmatismìc Möbius (bl. [17]). Epomènwc apoteleÐ mia sÔmmorfh apeikìn-
ish, dhlad  eÐnai èna−proc−èna metasqhmatismìc o opoÐoc diathreÐ tic gwnÐec.
2) H w den èqei pìlouc afoÔ Re(1 + ωa) = 1 + ωRe a > 0. kai

3) H w(a) den eÐnai h stajer  sun�rthsh, afoÔ det

(
1 −ω
1 ω

)
= 2ω > 0.

Epiplèon, h sun�rthsh (metasqhmatismìc) w = w(a) èqei antÐstrofh sun�rthsh (metasqhma-
tismì). O antÐstrofoc metasqhmatismìc dÐnetai apì thn

w−1(w(a)) = a =
1− w

ω(1 + w)
, w = w(a), a ∈ H, ω > 0 (6.3)

kai èqei antÐstoiqec idiìthtec ìpwc o (6.2). Sugkekrimèna:
1) H sun�rthsh w−1 apoteleÐ èna metasqhmatismì Möbius.
2) H w−1 den èqei pìlouc, afoÔ an ω(1 + w)) = 0 sunep�getai w = −1, to opoÐo mporeÐ na
proèrjei apì thn (6.2) mìno gia a = ∞, pr�gma �topo giatÐ to a an kei sto sÔnolo H pou eÐnai
peperasmèno.

3) H w−1 den eÐnai h stajer  sun�rthsh, afoÔ det

(
1 −1
ω ω

)
= 2ω > 0.

EÐnai gnwstì ìti ènac Metasqhmatismìc Möbius, ìpwc o (6.2)   o (6.3), metasqhmatÐzei genik�
ton kleistì dÐsko se ènan kleistì dÐsko (bl. [17]). Gia na diapistwjeÐ o isqurismìc autìc kai
kurÐwc gia na exaqjoÔn qr sima sumper�smata akoloujeÐ h parak�tw an�lush.

Estw èna ω > 0, kai Cω o kÔkloc kèntrou O(0, 0) kai aktÐnac

ρ := ρ(Cω) = max
a∈H

|w(a)| (< 1). (6.4)

Apì th fÔsh tou metasqhmatismoÔ Möbius (6.3), prìtupo tou Cω prèpei na eÐnai kÔkloc, èstw
C. Gia na diapistwjeÐ tou lìgou to alhjèc kai kurÐwc gia na brejeÐ h sÔndesh twn stoiqeÐwn
twn duo aut¸n kÔklwn jewroÔme wc shmeÐo ekkÐnhshc thn exÐswsh tou kÔklou Cω, pou eÐnai h
akìloujh

Cω := |w| = ρ. (6.5)

(ShmeÐwsh: TonÐzetai ìti sta epìmena ja qrhsimopoioÔntai enallaktik� oi sumbolismoÐ Cω kai C
gia touc kÔklouc  /kai gia touc antÐstoiqouc kleistoÔc dÐskouc.) Me diadoqikoÔc metasqhma-
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tismoÔc, ìpou qrhsimopoieÐtai kai o metasqhmatismìc (6.2), èqoume

|w| = ρ ⇔ |w|2 = ρ2 ⇔ ww = ρ2 ⇔ 1− ωa

1 + ωa
· 1− ωa

1 + ωa
= ρ2 ⇔

ω2(1− ρ2)aa− ω(1 + ρ2)(a + a) + (1− ρ2) = 0 ⇔

aa− (1 + ρ2)

ω(1− ρ2)
(a + a) +

(
(1 + ρ2)

ω(1− ρ2)

)2

=

(
(1 + ρ2)

ω(1− ρ2)

)2

− 1

ω2
⇔

∣∣∣∣a−
(1 + ρ2)

ω(1− ρ2)

∣∣∣∣
2

=

(
2ρ

ω(1− ρ2)

)2

⇔
∣∣∣∣a−

(1 + ρ2)

ω(1− ρ2)

∣∣∣∣ =
2ρ

ω(1− ρ2)
⇔ |a− c| = R, (6.6)

ìpou
c :=

1 + ρ2

ω(1− ρ2)
, R :=

2ρ

ω(1− ρ2)
(c > R ≥ 0). (6.7)

EÐnai fanerì ìti h exÐswsh
C := |a− c| = R, (6.8)

eÐnai h exÐswsh enìc kÔklou C, pou èqei kèntro c kai aktÐna R. Profan¸c o kÔkloc Cω eÐnai
h eikìna tou C diamèsou tou metasqhmatismoÔ (6.2) kai antÐstrofa, dhlad  o kÔkloc C eÐnai h
eikìna tou Cω diamèsou tou antÐstrofou metasqhmatismoÔ (6.3) (bl. Sq ma 2).

6.2 PerikleÐwn KÔkloc (p.k.)

O kÔkloc C, pou brèjhke prohgoumènwc, qarakthrÐzetai apì tic akìloujec tèsseric idiìthtec:

1) To kèntro tou K brÐsketai sto jetikì pragmatikì hmi�xona, afoÔ apì thn pr¸th twn (6.7)
kai thn (6.4) sumperaÐnetai ìti c > 0.

2) O C brÐsketai sto anoiqtì dexi� hmiepÐpedo tou migadikoÔ epipèdou, afoÔ apì tic duo
exis¸seic twn (6.7) èqoume ìti c > R ≥ 0.

3) O C perièqei sto kleistì eswterikì tou thn kleist  kurt  j kh H tou σ(A). Autì isqÔei
lìgw twn orism¸n tou Cω kai tou ρ, sthn (6.4), kaj¸c kai thc seir�c twn parap�nw isodunami¸n,
apì ìpou sun�getai ìti w(H) ⊂ Cω = w(C) kai �ra w−1 (w(H)) ⊂ w−1 (w(C)), dhlad  H ⊂ C,
ìpou stic sqèseic sunìlwn me Cω kai C jewroÔntai oi antÐstoiqoi dÐskoi.

4) O kÔkloc C dièrqetai apì mia koruf  thc kleist c kurt c j khc H tou σ(A). Autì
dikaioleÐtai apì ton orismì tou ρ sthn (6.4), opìte o Cω = w(C) ja dièrqetai apì èna sunoriakì
shmeÐo tou w(H). Ara, lìgw thc seir�c twn isodunami¸n pou apodeÐqthkan kai thc prohgoÔmenhc
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(c,0) K 

ρ

R

O

C

Cω a

w

Sq ma 2: Amfimonos manth apeikìnish epÐ tou kÔklou Cω ston kÔklo C
ki antÐstrofa

idiìthtac (3) èpetai ìti o C ja perièqei thn H sto kleistì eswterikì tou ki epeid  h H eÐnai kurtì
polÔgwno o C ja dièrqetai apì èna sunoriakì shmeÐo thc H, pou den eÐnai par� mia koruf  tou
polug¸nou.

Orismìc 6.2 Estw A ∈ Rn,n jetik� eustaj c, σ(A) to f�sma twn idiotim¸n tou kai H h
kleist  kurt  j kh tou σ(A). K�je kÔkloc C pou ikanopoieÐ tic parap�nw tèsseric idiìthtec ja
kaleÐtai perikleÐwn kÔkloc (p.k.) thc H.

Je¸rhma 6.1 Gia èna sugkekrimèno kleistì kurtì polÔgwno H, pou eÐnai summetrikì wc proc
to jetikì pragmatikì hmi�xona tou migadikoÔ epipèdou, up�rqoun �peiroi p.k..

Apìdeixh: Gia na apodeÐxoume ton isqurismì mac, jewroÔme tic mesok�jetec sta eujÔgramma
tm mata OPi, i = 1(1)k, ìpou Pi, i = 1(1)k, eÐnai oi korufèc tou H sto pr¸to tetarthmìrio tou
migadikoÔ epipèdou. Estw ìti Ki(ci, 0), i = 1(1)k, eÐnai oi tomèc twn mesokajètwn aut¸n me to
jetikì pragmatikì hmi�xona. O kÔkloc kèntrou K(c, 0), tètoioc wste

c ∈ ( max
i=1(1)k

ci, +∞)

kai aktÐnac
R = max

i=1(1)k
(KPi)
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eÐnai ènac perikleÐwn kÔkloc tou H (bl. Sq ma 3). Profan¸c up�rqoun �peirec epilogèc
tou kèntrou K kai �ra twn antÐstoiqwn kÔklwn. K�je tètoioc kÔkloc mporeÐ na apodeiqteÐ ìti
ikanopoieÐ kai tic tèsseric idiìthtec tou orismoÔ tou p.k., ìpou h apìdeixh wc apl  paraleÐpetai.
Ara up�rqoun �peiroi p.k.. ¤

R

(c,0) KP

P

P

1

2

3

O

Sq ma 3: Enac apì touc perikleÐontec kÔklouc tou H

Me b�sh ta mèqri stigm c ektejènta eÐnai dunatìn na diapistwjeÐ ìti ta Probl mata 5.1 kai
6.1 eÐnai isodÔnama. Sqetik� isqÔei h parak�tw prìtash.

Je¸rhma 6.2 To Prìblhma 6.1 eÐnai isodÔnamo me to Prìblhma 5.1.

Apìdeixh: Apì thn prohghjeÐsa an�lush èqoume isqÔousa thn akìloujh seir� twn diadoqik¸n
sqèsewn

minω>0 maxa∈H
∣∣1−ωa
1+ωa

∣∣ = minω>0 maxa∈H |w(a)| = minω>0 ρ = minω>0 ρ(w(C)) =

minω>0 maxai∈σ(A), i=1(1)k |w(ai)| = minω>0 maxai∈σ(A), i=1(1)k

∣∣∣1−ωai

1+ωai

∣∣∣ = minω>0 ρ(Fω).
(6.9)

Sugkekrimèna, h pr¸th èkfrash eÐnai aut  tou Probl matoc 6.1 kai eÐnai Ðsh me th deÔterh lìgw
tou orismoÔ tou metasqhmatismoÔ w sthn (6.2). H deÔterh èkfrash eÐnai Ðsh me thn epìmenh
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apì ton orismì tou ρ sthn (6.4). H tètarth èkfrash eÐnai Ðsh me thn prohgoÔmenh apì thn (6.4)
kai apì to gegonìc ìti Cω ≡ w(C). H pèmpth èkfrash eÐnai Ðsh me thn prohgoÔmen  thc giatÐ
o kÔkloc C eÐnai p.k. tou H kai dièrqetai apì mia koruf  tou kai aut  h koruf  apoteleÐ èna
stoiqeÐo tou σ(A). H proteleutaÐa èkfrash lamb�netai apì thn prohgoÔmen  thc diamèsou thc
(6.2) kai h teleutaÐa apì tic isìthtec (5.1) tou Probl matoc 5.1. ¤

7 Bèltistoc PerikleÐwn KÔkloc (p.k)

H mèqri t¸ra an�lush mac odhgeÐ sto sumpèrasma ìti gia na epilÔsoume to arqikì Prìblhma 5.1
prèpei kai arkeÐ na epilÔsoume to Prìblhma 6.1. Gia thn epÐlush tou teleutaÐou, apì tic (6.9),
prèpei kai arkeÐ na elaqistopoi soume to ρ thc (6.4). Gia to skopì autì kai lìgw thc seir�c
twn isodunami¸n thc Paragr�fou 6.1 prèpei kai arkeÐ na brejeÐ o p.k. C tou opoÐou h eikìna Cω

diamèsou tou metasqhmatismoÔ (6.2) dÐnei me b�sh thn (6.4) to el�qisto ρ.

Je¸rhma 7.1 Estw ìti o kÔkloc C eÐnai ènac perikleÐwn kÔkloc tou H, kèntrou K(c, 0),
me tetmhmènh c > 0, kai aktÐnac R (< c). Estw ìti o Cω eÐnai h eikìna tou C diamèsou tou
metasqhmatismoÔ (6.2). Tìte,

ω =
1√

c2 −R2
, ρ =

R

c +
√

c2 −R2
. (7.1)

Apìdeixh: Gia thn apìdeixh thc deÔterhc twn parap�nw sqèsewn diairoÔme kat� mèlh tic ekfr�seic
pou mac dÐnoun ta R kai c stic sqèseic (6.7), opìte paÐrnoume

R

c
=

2ρ

1 + ρ2
.

H deuterob�jmia exÐswsh wc proc ρ, pou prokÔptei apì thn exÐswsh pou mìlic brèjhke, èqei duo
rÐzec. H rÐza, h opoÐa brÐsketai sto di�sthma [0, 1), dÐnetai apì thn èkfrash sth deÔterh twn
sqèsewn (7.1). Qrhsimopoi¸ntac thn èkfrash gia to ρ pou brèjhke prohgoumènwc se mÐa apì
tic (6.7) kai lÔnontac wc proc ω mporeÐ na brejeÐ èpeita apì merikèc aplèc pr�xeic h pr¸th twn
(7.1). ¤

Parat rhsh: MporoÔme na prathr soume ìti diair¸ntac touc duo ìrouc tou kl�smatoc thc
deÔterhc sqèshc twn (6.7) me c paÐrnoume mia èkfrash pou eÐnai sun�rthsh tou lìgou R

c
∈ [0, 1).

Sugkekrimèna

ρ =
R
c

1 +
√

1− (R
c
)2

. (7.2)

Epeid  endiaferìmaste gia thn elaqistopoÐhsh tou ρ odhgoÔmaste sto akìloujo l mma.



12

L mma 7.1 H sun�rthsh
f(x) :=

x

1 +
√

1− x2
(7.3)

eÐnai suneq¸c aÔxousa sto di�sthma [0, 1). EpÐshc, gia k�je x ∈ [d, e) ⊆ [0, 1), f(x) lamb�nei
thn el�qisth tim  thc sto aristerì �kro tou diast matoc x = d.

Apìdeixh: ParagwgÐzontac th sun�rthsh f(x) paÐrnoume met� apì aplèc pr�xeic

df

dx
=

1

(1 +
√

1− x2)
√

1− x2
> 0.

Ara h f(x) eÐnai gn sia aÔxousa sto di�sthma [0, 1) kai to pr¸to mèroc tou l mmatoc apodeÐqthke.
To deÔtero mèroc tou eÐnai �mesh sunèpeia tou pr¸tou. ¤

Me b�sh to Je¸rhma 7.1, thn Parat rhsh pou akoloujeÐ kai to L mma 7.1 diatup¸noume thn
kÔria prìtash thc paroÔsac ergasÐac.

Je¸rhma 7.2 Estw pÐnakac A ∈ Rn,n jetik� eustaj c, σ(A) to f�sma twn idiotim¸n tou, kaiH
h kleist  kurt  j kh tou σ(A). H lÔsh tou Probl matoc 6.1 ( , isodÔnama, thc elaqistopoÐhshc
thc fasmatik c aktÐnac tou parekballìmenou metasqhmatismoÔ Cayley upì tic proôpojèseic tou
Probl matoc 5.1) dÐnetai diamèsou twn sqèsewn (7.1) apì ta stoiqeÐa c kai R tou bèltistou perik-
leÐonta kÔklou (p.k.) C∗ thc H. Me b�sh to Je¸rhma 7.1, th sqèsh (7.2), thc Parat rhshc
pou akoloujeÐ kai to L mma 7.1, o bèltistoc p.k. brÐsketai apì thn elaqistopoÐhsh tou lìgou R

c
.

Apìdeixh: H apìdeixh tou jewr matoc eÐnai profan c kai sunep¸c paraleÐpetai. ¤

8 Algìrijmoc Bèltistou PerikleÐonta KÔklou (p.k.)

8.1 Eisagwg 

Ja prèpei na shmeiwjeÐ ìti to prìblhma thc eÔreshc tou bèltistou p.k. thc kleist c kurt c
j khc H enìc diakritoÔ sunìlou summetrikoÔ wc proc to jetikì pragmatikì hmi�xona èqei ousi-
astik� lujeÐ stic ergasÐec tou Hughes Hallett [18] kai [19] kaj¸c kai tou Hadjidimos [13], ìtan
anazhti¸tan to bèltisto thc sun�rthshc |1 − ωa|, me ω kai a na ikanopoioÔn tic upojèseic thc
paroÔsac ergasÐac. To mìno asjenèc shmeÐo twn proanaferjeis¸n ergasi¸n  tan h mh dunatìth-
ta genÐkeushc thc lÔshc kaj¸c kai to jèma thc monadikìthtac pou den  tan apìluta safèc. Ena
pio genikeumèno prìblhma beltistopoÐhshc, sugkekrimèna autì thc elaqistopoÐhshc thc prohgoÔ-
menhc sun�rthshc (|1−ωa|), ìtan to ω eÐnai migadikì kai to a metab�lletai se èna kleistì kurtì
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polÔgwno H me thn proôpìjesh ìti 0 ∈/H, epilÔjhke apì to Hadjidimos [14], ìpou wc merik 
perÐptwsh eÐqe jewrhjeÐ kai aut  tou H na eÐnai eujÔgrammo tm ma. Thn Ðdia qroni� kai sto
Ðdio periodikì dhmosieÔthke h ergasÐa twn Opfer kai Schober [26] sthn opoÐa epiluìtan to Ðdio
prìblhma me thn proôpìjesh ìti to H eÐnai eujÔgrammo tm ma   èlleiyh. Oi trìpoi epÐlushc tou
probl matoc stic duo proanaferjeÐsec ergasÐec  tan teleÐwc diaforetikoÐ. Sthn perÐptwsh thc
[14] qrhsimopoi jhkan Apoll¸nioi KÔkloi [8] en¸ sthn [26] qrhsimopoi jhkan Pollaplasiastèc
Lagrange [1]. H mh profan c isodunamÐa twn dÔo mejìdwn epÐlushc den epètrepe stouc ereunhtèc
na qrhsimopoi soun tic duo autèc proseggÐseic se merikèc peript¸seic kai se aploÔstera prob-
lhmata (p.q., sthn perÐptwsh enìc orjogwnÐou   enìc kuklikoÔ tm matoc summetrik¸n wc proc to
jetikì pragmatikì hmi�xona [5] kai [4]). Autì to shmeÐo parèmene asafèc mèqri prìsfata, opìte
apodeÐqthke, metaxÔ twn �llwn, [15], h isodunamÐa twn mejìdwn twn ergasi¸n [14] kai [26].

8.2 Prokatarktik�-Apoll¸nioc KÔkloc

H eÔresh tou Algìrijmou tou Bèltistou p.k. gia thn perÐptwsh tou prob matoc thc paroÔsac
ergasÐac ja dojeÐ analutik�.

Gia to skopì autì, sumbolÐzoume me Pi(βi, γi), i = 1(1)k, 0 < βi < βi+1, i = 1(1)k − 1, γi ≥
0, i = 1(1)k, tic korufèc thc H, sto pr¸to tetarthmìrio tou migadikoÔ epipèdou, diatetagmènec
ètsi ¸ste oi tetmhmènec touc na baÐnoun aÔxanìmenec.

Apì to Je¸rhma 7.2 èqoume ìti gia na broÔme to bèltisto p.k. ja prèpei na elaqistopoi -
soume to lìgo R

c
, ìpou c eÐnai h tetmhmènh tou kèntrou K(c, 0) tou p.k. C, pou brÐsketai sto

jetikì pragmatikì hmi�xona, kai R = (KPi) eÐnai h aktÐna tou, ìpou Pi, i ∈ {1, 2, . . . , k}, eÐnai h
“�gnwsth” koruf  apì thn opoÐa dièrqetai o p.k. C. Epeid  anaferìmaste se elaqistopoÐhsh
lìgou apost�sewn, (KPi)

(KO)
, enìc �gnwstou shmeÐou K, tou jetikoÔ pragmatikoÔ hmi�xona, apì mÐa

koruf  thc H, pou eÐnai k sunolik�, kai apì thn arq  twn axìnwn, autì jumÐzei èntona Apoll¸nio
KÔklo [8]. JewroÔme, loipìn, skìpimo na jumÐsoume ta sqetik� me ton Apoll¸nio KÔklo.

Je¸rhma 8.1 O gewmetrikìc tìpoc twn shmeÐwn M tou epipèdou pou èqoun thn idiìthta na
apèqoun apì duo gnwst� shmeÐa tou epipèdou A kai B apost�seic me dojènta lìgo λ = (MB)

(MA)
, λ ∈

(0, 1), eÐnai kÔkloc (Apoll¸nioc KÔkloc) me di�metro Γ∆, ìpou Γ kai ∆ ta shmeÐa pou qwrÐzoun
eswterik� kai exwterik� to eujÔgrammo tm ma AB sto dojènta lìgo λ. Sugkekrimèna,

(ΓB)

(ΓA)
=

(∆B)

(∆A)
= λ (8.1)

(bl. Sq ma 4).

Shmei¸seic: a) Sthn perÐptwsh λ = 0, o Apoll¸nioc KÔkloc ekfulÐzetai sto shmeÐo B. b) Sthn
perÐptwsh λ = 1, o Apoll¸nioc kÔkloc èqei wc oriak  perÐptwsh th mesok�jeth sto eujÔgrammo
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∆

Μ''

Μ'

Μ

ΒΓA

Sq ma 4: Apoll¸nioc KÔkloc

tm ma AB. g) EÐnai eÔkolo na apodeiqteÐ ìti k�je shmeÐo eswterikì enìc sugkekrimènou Apol-
l¸niou KÔklou, me gnwstì lìgo λ ∈ (0, 1), sto Sq ma 4 λ = (MB)

(MA)
, èqei lìgo apost�sewn apì

ta shmeÐa B kai A mikrìtero tou λ
(

(M ′B)
(M ′A)

< λ
)
, en¸ k�je shmeÐo exwterikì tou sugkekrimènou

kÔklou èqei antÐstoiqo lìgo apost�sewn megalÔtero tou λ
(

(M ′′B)
(M ′′A)

> λ
)
. Autì ja apodeiqteÐ

epÐshc èmmesa sth sunèqeia. d) Gia to tuqìn shmeÐo M tou Apoll¸niou KÔklou h MΓ eÐnai
diqotìmoc thc eswterik c gwnÐac ∠AMB tou trig¸nou MAB, en¸ h M∆ eÐnai diqotìmoc thc
antÐstoiqhc exwterik c gwnÐac.

8.3 Sugkekrimènec Peript¸seic

Exet�zoume ìlec tic dunatèc peript¸seic pou mporeÐ na prokÔyoun, oi opoÐec mporoÔn na sug-
kekrimenopoihjoÔn s' autèc ìpou to pl joc twn koruf¸n k thc kleist c kurt c j khc H sto
pr¸to tetarthmìrio tou migadikoÔ epipèdou eÐnai k = 1, k = 2 kai k ≥ 3.
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*K

P

O

1

Sq ma 5: Apoll¸nioi KÔkloi twn ShmeÐwn P1 kai O pou antistoiqoÔn
se di�forec timèc tou lìgou λ < 1

8.3.1 PerÐptwsh k = 1

Exet�zoume katarq�c thn perÐptwsh ìpou h kleist  kurt  j khH eÐnai èna eujÔgrammo tm ma kai
�ra èqei mÐa mìno koruf  P1(β1, γ1) sto pr¸to tetarthmìrio tou migadikoÔ epipèdou kai m�lista
me γ1 > 0. To prìblhm� mac eÐnai na brejeÐ shmeÐo K(c, 0) sto jetikì pragmatikì hmi�xona ètsi
¸ste, sÔmfwna me to Je¸rhma 8.1, o lìgoc R

c
= (KP1)

(KO)
na eÐnai el�qistoc. Epeid  ta shmeÐa P1

kai O eÐnai kai ta dÔo gnwst� kai stajer� to prìblhma kajÐstatai eukolìtero, ìpwc ja doÔme
sth sunèqeia, par� to gegonìc ìti o lìgoc λ = (KP1)

(KO)
eÐnai �gnwstoc. GnwrÐzoume ìmwc ìti o

p.k. èqei kèntro sto jetikì pragmatikì hmi�xona, pr�gma pou ja ekmetalleutoÔme. Gia to skopì
autì jewroÔme ìti to shmeÐo Γ sumpÐptei sthn arq  me to shmeÐo P1 kai kineÐtai suneq¸c proc
to mèson tou eujÔgrammou tm matoc OP1. EÐnai fanerì ìti se k�je jèsh tou Γ antistoiqeÐ èna
monadikì shmeÐo ∆ sthn proèktash tou OP1 proc to mèroc tou P1 tètoio ¸ste (∆P1)

(∆O)
= (ΓP1)

(ΓO)
.

EÐnai fanerì epÐshc ìti kat� th suneq  aut  kÐnhsh tou Γ proc to mèso tou OP1, antistoiqeÐ
ènac kai monadikìc Apoll¸nioc KÔkloc gia k�je jèsh tou Γ kai ìti sto sÔnolo twn jèsewn tou
Γ antistoiqeÐ mia oikogèneia Apoll¸niwn KÔklwn. Pio sugkekrimèna, mporeÐ na diapistwjeÐ, me
b�sh kai th ShmeÐwsh (g) tou Jewr matoc 8.1, ìti se duo diaforetikèc jèseic tou Γ antistoiqoÔn
duo diaforetikoÐ Apoll¸nioi KÔkloi kai m�lista autìc pou antistoiqeÐ sth jèsh tou Γ, pou eÐnai
plhsièstera sto P1, brÐsketai austhr� sto eswterikì autoÔ, pou antistoiqeÐ sthn pio makrin 
jèsh tou Γ. Mia tuqaÐa epilegmènh diadoq  tètoiwn Apoll¸niwn KÔklwn faÐnetai sto Sq ma 5.
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An M1, M2, M3, kai M4 jewrhjoÔn tuqaÐa shmeÐa stouc tèsseric kÔklouc, antÐstoiqa apì
ton eswterikì proc ton exwterikì, tou Sq matoc 5, tìte profan¸c ja isqÔoun oi sqèseic

0 <
(M1P1)

(M1O)
<

(M2P1)

(M2O)
<

(M3P1)

(M3O)
<

(M4P1)

(M4O)
< 1. (8.2)

Etsi, me b�sh to Je¸rhma 7.2 kai th ShmeÐwsh (g) tou Jewr matoc 8.1, pou antikatoptrÐzetai
stic sqèseic (8.2) tou Sq matoc 5, eÐnai fanerì ìti to zhtoÔmeno kèntro K∗(c∗, 0) tou bèltistou
p.k. C∗ de ja eÐnai �llo apì to shmeÐo epaf c tou jetikoÔ pragmatikoÔ hmi�xona me to monadikì
Apoll¸nio KÔklo, apì th jewrhjeÐsa prohgoumènwc oikogèneia twn �peirwn Apoll¸niwn KÔkl-
wn, pou ef�ptetai ston en lìgw hmi�xona. Autì isqÔei giatÐ k�je �llo shmeÐou tou jetikoÔ
pragmatikoÔ hmi�xona M ≡/ K∗, wc euriskìmeno ektìc tou jewrhjènta Apoll¸niou KÔklou, pou
antistoiqeÐ sta P1 kai O kai dièrqetai apo to shmeÐo epaf c K∗, ja èqei lìgo apost�sewn λ apì
ta shmeÐa P1, O tètoio ¸ste λ = (MP1)

(MO)
> (K∗P1)

(K∗O)
.

Fusik�, apomènei o prosdiorismìc tou shmeÐou K∗ ≡ K∗
1(c∗1, 0) kai ap' autì o prosdiorismìc

twn stoiqeÐwn tou c∗1 kai R∗
1 tou bèltistou p.k. C∗1 . O prosiorismìc autìc mporeÐ na dojeÐ me th

morf  thc parak�tw prìtashc.

Je¸rhma 8.2 Estw P1(β1, γ1), γ1 > 0, h monadik  koruf  thc H ≡ [β1 − ıγ1, β1 + ıγ1] sto
pr¸to tetarthmìrio tou migadikoÔ epipèdou, K∗

1(c∗1, 0) to shmeÐo epaf c tou (monadikoÔ) Apol-
l¸niou KÔklou me lìgo λ =

(K∗
1P1)

(K∗
1O)

(< 1), kai A kai B ta shmeÐa pou qwrÐzoun to eujÔgrammo
tm ma ston upìyh lìgo λ (bl. Sq ma 6). Tìte, to shmeÐo K∗

1 brÐsketai wc to shmeÐo tom c thc
k�jethc sthn OP1 sto P1 me to jetikì pragmatikì hmi�xona. Epiplèon,

c∗1 =
β2

1 + γ2
1

β1

, R∗
1 =

γ1

√
β2

1 + γ2
1

β1

. (8.3)

Apìdeixh: To trÐgwno AK∗
1B eÐnai orjog¸nio, ìpou ∠AK∗

1B = 90o, kai �ra

∠K∗
1AP1 + ∠K∗

1BA = 90o. (8.4)

Ex�llou èqoume
∠AK∗

1P1 = ∠AK∗
1O = ∠K∗

1BA, (8.5)
ìpou h pr¸th isìthta isqÔei diìti h K∗

1A eÐnai diqotìmoc thc gwnÐac ∠P1K
∗
1O, apì th ShmeÐwsh

(d) tou Jewr matoc 8.1, kai h deÔterh isìthta isqÔei diìti h mÐa gwnÐa sqhmatÐzetai apì qord 
kai thn efaptomènh sto �kro thc kai h �llh eÐnai eggegrammènh pou baÐnei sto tìxo pou brÐsketai
metaxÔ thc qord c kai thc efapromènhc. Epomènwc, antikajist¸ntac th gwnÐa ∠K∗

1BA thc (8.4)
me thn Ðsh thc ∠AK∗

1P1, apì thn (8.5), èqoume ∠K∗
1AP1 + ∠AK∗

1P1 = 90o. Ara h K∗
1P1 eÐnai

k�jeth sthn OP1. Gia thn eÔresh twn c∗1 kai R∗
1 ergazìmaste wc ex c. JewroÔme to Ôyoc P1∆

sto orjog¸nio trÐgwno OP1K
∗
1 , opìte èqoume

(P1∆)2 = (O∆)(∆K∗
1) ⇔ γ2

1 = β1(∆K∗
1),
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Sq ma 6: Bèltistoc PerikleÐwn KÔkloc (p.k.) Enìc−ShmeÐou

apì thn opoÐa prokÔptei h èkfrash gia to (∆K∗
1). Kai �ra c∗1 = (O∆)+(∆K∗

1) = β1 +
γ2
1

β1
, dhlad 

h pr¸th apì tic sqèseic (8.3). Tèloc èqoume R∗
1
2 = (K∗

1P1)
2 = (OK∗

1)(∆K∗
1) =

β2
1+γ2

1

β1
· γ2

1

β1
,

apì thn opoÐa prokÔptei h èkfrash gia thn aktÐna R∗
1 stic (8.3). ¤

8.3.2 PerÐptwsh k = 2

Estw ìti h kleist  kurt  j kh H tou σ(A) èqei dÔo korufèc sto pr¸to tetarthmìrio tou
migadikoÔ epipèdou tic P1(β1, γ1) kai P2(β2, γ2). Gia thn eÔresh tou bèltistou p.k. jewroÔme
mia genik  perÐptwsh gia ta shmeÐa P1 kai P2 kai sugqrìnwc ìla ta zeÔgh twn duo oikogenei¸n
twn Apoll¸niwn KÔklwn, pou antistoiqoÔn sta shmeÐa P1, O kai P2, O me ton Ðdio lìgo λ =
(M1P1)
(M1O)

= (M2P2)
(M2O)

∈ (0, 1). Gia λ = 0, èqoume thn tetrimmènh perÐptwsh ìpou oi antÐstoiqoi
Apoll¸nioi KÔkloi eÐnai ta shmeÐa P1 kai P2. Aux�noume suneq¸c ton koinì lìgo λ sto di�sthma
[0, 1). Kat� th suneq  aut  aÔxhsh tou λ, eÐnai fanerì ìti ja up�rxei mia tim  tou gia thn opoÐa
o ènac apì to zeÔgoc twn dÔo Apoll¸niwn KÔklwn, èstw ìti autìc eÐnai pou antistoiqeÐ sta
shmeÐa P2, O, ja ef�ptetai sto jetikì pragmatikì hmi�xona sto shmeÐo K∗

2 , en¸ o �lloc de ja
èqei koinì   koin� shmeÐa me autìn ton hmi�xona. An exakolouj sei h suneq c aÔxhsh thc tim c
tou λ, p�ntote jewr¸ntac ta antÐstoiqa zeÔgh twn Apoll¸niwn KÔklwn, tìte o kÔkloc twn P2, O
ja tèmnei to jetikì pragmatikì hmi�xona se duo shmeÐa. To arister� shmeÐo tom c A2 ja kineÐtai
proc to O, apomakrunìmeno apì to K∗

2 , en¸ to dexi� B2 proc thn antÐjeth kateÔjunsh. Kat� th
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Sq ma 7: Bèltistoc PerikleÐwn KÔkloc (p.k.) Enìc−ShmeÐou twn P1 kai P2

suneq  aut  aÔxhsh tou λ ja up�rxei k�poia tim  tou gia thn opoÐa o Apoll¸nioc KÔkloc twn
shmeÐwn P1, O ja èrjei se epaf  me to jetikì pragmatikì hmi�xona sto shmeÐo K∗

1 . Gia thn Ðdia
tim  tou λ to arister� shmeÐo tom c tou antÐstoiqou Apoll¸niou KÔklou twn shmeÐwn P2, O,
A2, ja brejeÐ se mÐa apì treic dunatèc jèseic: a) Arister� tou K∗

1 , b) dexi� tou K∗
1 , kai g) se

sÔmptwsh me to K∗
1 . Sthn perÐptwsh (a) ja èqoume

1 >
(K∗

1P1)

(K∗
1O)

=
(A2P2)

(A2O)
>

(K∗
1P2)

(K∗
1O)

⇒ (K∗
1P1) > (K∗

1P2).

Profan¸c h teleutaÐa anisìthta isqÔei giatÐ to shmeÐo K∗
1 eÐnai eswterikì tou Apoll¸niou KÔk-

lou pou antistoiqeÐ sta shmeÐa P2, O. Ara o bèltistoc p.k. twn dÔo dojeis¸n koruf¸n thc H
sumpÐptei me to bèltisto p.k. tou enìc−shmeÐou P1 thc perÐptwshc k = 1 (bl. Sq ma 7). Sthn
perÐptwsh (b) suneqÐzoume th suneq  aÔxhsh tou λ, opìte o antÐstoiqoc Apoll¸nioc KÔkloc twn
P1, O ja tèmnei to jetikì pragmatikì hmi�xona se duo shmeÐa, A1, B1. Apì ta duo aut� shmeÐa
tom c, to arister� A1 ja kineÐtai proc to O en¸ to dexi� B1 proc to K∗

2 . Autì shmaÐnei ìti ja
up�rqei k�poia tim  tou λ gia thn opoÐa to arister� shmeÐo tom c tou Apoll¸niou KÔklou twn
P2, O me to jetikì pragmatikì hmi�xona (A2) ja sumpèsei me to dexi� shmeÐo tom c tou antÐs-
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Sq ma 8: Bèltistoc PerikleÐwn KÔkloc (p.k.) DÔo−ShmeÐwn twn P1 kai P2

toiqou kÔklou twn P1, O me ton Ðdio hmi�xona (B1) . Estw K∗
1,2 ≡ A2 ≡ B1 to koinì autì shmeÐo.

Ja isqÔei tìte ìti

1 >
(K∗

1,2P1)

(K∗
1,2O)

=
(K∗

1,2P2)

(K∗
1,2O)

⇔ (K∗
1,2P1) = (K∗

1,2P1).

EÐnai fanerì ìti o bèltistoc p.k. C∗ twn dÔo shmeÐwn P1 kai P2 eÐnai autìc pou èqei kèntro to
shmeÐo tom c thc mesok�jethc sto eujÔgrammo tm ma P1P2 me to jetikì pragmatikì hmi�xona,
èstw K∗

1,2(c
∗
1,2, 0), kai aktÐna R∗

1,2 = (K∗
1,2P1) = (K∗

1,2P2). Autì isqÔei giatÐ k�je �llo shmeÐo
tou jetikoÔ pragmatikoÔ hmi�xona ektìc tou K∗

1,2, wc euriskìmeno ektìc thc mesok�jethc sto
eujÔgrammo tm ma twn shmeÐwn P1, P2, ja èqei lìgo apost�sewn apì èna toul�qiston apì ta
dÔo aut� shmeÐa megalÔtero apì ton koinì lìgo (K∗

1,2P1)

(K∗
1,2O)

=
(K∗

1,2P2)

(K∗
1,2O)

(bl. Sq ma 8). EÐnai dunatìn
na brejeÐ, qrhsimopoi¸ntac stoiqei¸dh Analutik  GewmetrÐa, ìti ta stoiqeÐa tou bèltistou p.k.
twn dÔo shmeÐwn C∗1,2 dÐnontai apì tic ekfr�seic

c∗1,2 =
(β2

2 + γ2
2)− (β2

1 + γ2
1)

2(β2 − β1)
, R∗

1,2 =

√
[(β2

2 + γ2
2) + (β2

1 + γ2
1)− 2β1β2]2 − 4γ2

1γ
2
2

2(β2 − β1)
. (8.6)
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Tèloc h perÐptwsh (g) mporeÐ na anaqjeÐ se opoiad pte apì tic (a) kai (b), pou  dh exet�sthkan.
ShmeÐwsh: Sthn perÐptwsh ìpou to zeÔgoc twn Apoll¸niwn KÔklwn twn zeug¸n twn shmeÐwn
P1, O kai P2, O ef�ptontai sto jetikì pragmatikì hmi�xona gia thn Ðdia tim  tou lìgou λ, pr�gma
pou sumbaÐnei an kai mìno an oi polikèc gwnÐec twn P1 kai P2 eÐnai Ðsec, tìte suneqÐzoume thn
aÔxhsh thc tim c tou lìgou èwc ìtou to dexi� shmeÐo tom c B1 tou Apoll¸niou KÔklou twn
P1, O sumpèsei me to arister� shmeÐo tom c A2 tou antÐstoiqou Apoll¸niou KÔklou twn P2, O
se èna koinì shmeÐo, to K∗

1,2. Ta stoiqeÐa tou bèltistou p.k. sthn perÐptwsh aut  ja dÐnontai
p�li apì tic (8.6).

Parat rhsh: Apì thn prohghjeÐsa ekten  an�lush kajÐstatai fanerì ìti sthn perÐptwsh
k = 2, gia na eÐnai o bèltistoc p.k. tou enìc ek twn dÔo shmeÐwn Pi, i = 1, 2, (C∗i ), o bèltistoc
p.k. kai twn dÔo shmeÐwn, mia anagkaÐa sunj kh eÐnai h antÐstoiqh polik  gwnÐa tou Pi na eÐnai
h gn sia megalÔterh ek twn dÔo. Autì, epiplèon, shmaÐnei ìti an o antÐstoiqoc bèltistoc p.k.
C∗i eÐnai tètoioc ¸ste na perikleÐei to �llo shmeÐo ek twn dÔo shmeÐwn Pj, j ∈ {1, 2}\{i}, tìte o
kÔkloc autìc apoteleÐ to bèltisto p.k. kai twn duo shmeÐwn. Alli¸c, bèltistoc p.k. twn dÔo
shmeÐwn ja eÐnai o p.k. pou dièrqetai apì ta dÔo shmeÐa, ìpwc sthn perÐptwsh (b) parap�nw.

8.3.3 PerÐptwsh k ≥ 3

H paroÔsa perÐptwsh apoteleÐ apl� mia genÐkeush thc prohgoÔmenhc perÐptwshc k = 2. Pio
sugkekrimèna, arqÐzoume ìpwc kai prohgoumènwc jewr¸ntac k−�dec, antÐ zeÔgh, Apoll¸niwn
KÔklwn pou antistoiqoÔn ston Ðdio logo λ ∈ [0, 1), pou baÐnei suneq¸c auxanìmenoc. Xekin¸ntac
apì λ = 0, o λ aux�netai suneq¸c mèqric ekeÐnh thn tim  tou ìpou o teleutaÐoc apì thn antÐstoiqh
k−�da Apoll¸niwn KÔklwn, èstw ìti autìc antistoiqeÐ sto shmeÐo Pi, i ∈ {1, 2, . . . , n}, èrjei
se epaf  me to jetikì pragmatikì hmi�xona sto shmeÐo K∗

i , en¸ ìloi oi �lloi kÔkloi thc k−�dac
tèmnoun  dh to jetikì pragmatikì hmi�xona se duo shmeÐa ta Aj (arister�), Bj (dexi�), j 6= i, j =
1(1)n. An ìla ta shmeÐa Aj, j 6= i, j = 1(1)n, brÐskontai arister� tou K∗

i , tìte profan¸c o
kÔkloc kèntrou K∗

i kai aktÐnac R∗
i = (K∗

i Pi) eÐnai o bèltistoc p.k. tou sunìlou twn k shmeÐwn,
ta de stoiqeÐa tou ja dÐnontai apì tic sqèseic (8.3) ìpou o deÐkthc i antikajist� to deÐkth 1. An
èstw kai èna apì ta shmeÐa Aj brÐsketai dexi� tou K∗

i , tìte suneqÐzetai h suneq c aÔxhsh tou
lìgou λ mèqric ekeÐnh thn tim  gia thn opoÐa to ap¸tero dexi� shmeÐo Aj, èstw ìti autì eÐnai to Al,
l ∈ {1, 2, . . . , n}, ja sumpèsei me to pio arister� shmeÐo Bj, èstw to Bm, m 6= l, m ∈ {1, 2, . . . , n}.
Estw K∗

l,m to koinì autì shmeÐo. O kÔkloc kèntrou K∗
l,m kai aktÐnac R∗

l,m = (K∗
l,mPl) = (K∗

l,mPm)
apoteleÐ to bèltisto p.k. thc k−�dac twn dojèntwn shmeÐwn. Ta stoiqeÐa tou brÐskontai apì
aut� twn sqèsewn (8.6), ìpou oi deÐktec l kai m antikajistoÔn touc 1 kai 2, antÐstoiqa. Me
�lla lìgia h kat�lhxh den eÐnai �llh par� aut  thc perÐptwshc k = 2 me th mình diafor� ìti
emplèkontai k ≥ 3 Apoll¸nioi KÔkloi gia kaje tim  tou suneq¸c auxanìmenou, apì thn tim  0,
lìgou λ.
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8.4 O Algìrijmoc

Me b�sh thn prohghjeÐsa an�lush eÐnai dunatìn na ulopoihjeÐ o Algìrijmoc pou ja brÐskei to
bèltisto p.k. thc kleist c kurt c j khc H.

B ma 1. Estw Pi(βi, γi), i = 1(1)k, 0 < βi < βi+1, i = 1(1)k − 1, γi ≥ 0, i = 1(1)k, oi korufèc
thc H, sto pr¸to tetarthmìrio tou migadikoÔ epipèdou, diatetagmènec ètsi ¸ste oi tetmhmènec
touc na baÐnoun auxanìmenec.

B ma 2. Brèc thn koruf  Pi, pou antistoiqeÐ sth megalÔterh polik  gwnÐa θi,

max
i=1(1)k

tan θi = max
i=1(1)k

γi

βi

. (8.7)

An up�rqoun duo tètoiec korufèc p gaine sto B ma 3. Alli¸c
Estw i ∈ {1, 2, . . . , k} o deÐkthc kai Ci o kÔkloc pou ef�ptetai sthn polik  aktÐna OPi sto shmeÐo
Pi kai èqei kèntro sto jetikì pragmatikì hmi�xona.
An o kÔkloc Ci perikleÐei thn H, tìte autìc apoteleÐ to bèltisto p.k. enìc−shmeÐou, Cω∗ , thc
H. Ta stoiqeÐa tou brÐskontai apì tic sqèseic (8.3), ìpou o deÐkthc i antikajist� to deÐkth 1.
An den up�rqei bèltistoc p.k. enìc−shmeÐou, tìte p gaine sto epìmeno B ma.

B ma 3. Prosdiìrise ìlouc touc kÔklouc pou dièrqontai apì ìla ta dunat� zeÔgh twn k koruf¸n

thc H sto pr¸to tetarthmìrio Pi, Pj, i = 1(1)k − 1, j = i + 1(1)k, pl jouc
(

k
2

)
, pou èqoun

kèntra ston pragmatikì �xona.
Estw Ki,j(ci,j, 0) kai Ri,j = (Ki,jPi) = (Ki,jPj) ta kèntra kai oi aktÐnec touc.
Apìkleise ìlouc touc kÔklouc pou den eÐnai p.k., dhlad  eÐte perikleÐoun thn arq  O eÐte den
perikleÐoun ìlec tic �llec korufèc sto kleistì eswterikì touc.
Apì touc enapomeÐnantec, o p.k. pou antistoiqeÐ sto mikrìtero lìgo Ri,j

(OKi,j)
, èstw i, j oi deÐktec

twn antÐstoiqwn koruf¸n, eÐnai o bèltistoc p.k. dÔo-shmeÐwn, Cω∗ , thc H. Ta stoiqeÐa tou
brÐskontai apì tic sqèseic (8.6), ìpou kai oi deÐktec i kai j, antikajistoÔn touc deÐktec 1 kai 2,
antÐstoiqa.

8.5 Monadikìthta Bèltistou PerikleÐonta KÔklou (p.k.)

H ekten c an�lush twn peript¸sewn k = 1, k = 2 kai k ≥ 3 deÐqnei èmmesa kai th monadikìthta
tou bèltistou p.k. gia thn ìpoia tim  tou pl jouc twn koruf¸n k thc kleist c kurt c j khc H,
pou brÐskontai sto pr¸to tetarthmìrio tou migadikoÔ epipèdou, tou f�smatoc σ(A) twn idiotim¸n
tou pÐnaka A ∈ Rn,n, ìtan autìc eÐnai jetik� eustaj c.

Gia thn opoiad pote antÐrrhsh, pou mporeÐ na up�rqei, sqetik� me th monadikìthta thc lÔshc
apodeÐqnoume sth sunèqeia to parak�tw je¸rhma.
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Sq ma 9: To AdÔnato thc PerÐptwsh Duo Bèltistwn Perikleiìntwn KÔklwn (p.k.)

Je¸rhma 8.3 Upì tic proôpojèseic tic Jewr matoc 7.2 o bèltistoc perikleÐwn kÔkloc (p.k.)
thc H eÐnai monadikìc.

Apìdeixh: Estw ìti up�rqoun dÔo bèltistoi perikleÐontec kÔkloi (p.k.) thc H me Ki kai Ri, i =
1, 2, ta kèntra kai oi aktÐnec touc, antÐstoiqa, ìpou R1 < R2. Profan¸c oi duo p.k. ja tèmnontai
sto shmeÐo A sto pr¸to tetarthmìrio tou migadikoÔ epipèdou kai sto A′, summetrikì tou A wc
proc to jetikì pragmatikì hmi�xona. H koin  tom  twn kleist¸n dÐskwn twn duo bèltistwn p.k.
ja periorÐzetai metaxÔ twn duo mikrìterwn tìxwn

_

AA′ twn duo kÔklwn kai ja èqei to sq ma
“fak c”. Efìson kai oi duo eÐnai bèltistoi p.k. ja isqÔei profan¸c ìti

R1

(OK1)
=

R2

(OK2)
. (8.8)

Apì thn parap�nw isìthta sumperaÐnetai ìti oi duo kÔkloi eÐnai omoiìjetoi wc proc thn arq 
O [8] me lìgo omoiojesÐac ton koinì lìgo sth sqèsh (8.8). Sunep¸c kai oi koinèc exwterikèc
efaptìmenèc touc ja dièrqontai apì to kèntro omoiojesÐac O. Estw Qi, i = 1, 2, ta shmeÐa epaf c
thc koin c exwterik c efaptomènhc twn duo kÔklwn (bl. Sq ma 9). Estw M1 kai M2 ta shmeÐa
sta opoÐa h di�kentroc K1K2 tèmnei ta tìxa

_

AA′ tou mikroÔ kai tou meg�lou kÔklou, antÐstoiqa.
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Katarq�c apokleÐetai o ènac apì touc bèltistouc p.k., èstw autìc me kèntro K1 kai aktÐna R1,
na eÐnai bèltistoc p.k. enìc−shmeÐou. Autì giatÐ tìte to Q1 ≡ P1, to K1 ja briskìtan austhr�
ektìc tou bèltistou kÔklou me kèntro K2 kai aktÐna R2 kai ja eÐqame R1

(OK1)
< R2

(OK2)
, pou

antÐkeitai sthn upìjes  mac. Ara ja eÐnai ki oi duo bèltistoi p.k. dÔo-shmeÐwn thc H kai h H ja
prèpei na brÐsketai sthn koin  tom  twn antÐstoiqwn kleist¸n dÐskwn touc, thn proanaferjeÐsa
“fak ”. (ShmeÐwsh: Efìson prìkeitai gia duo bèltistouc p.k. dÔo−shmeÐwn ja prèpei duo
shmeÐa tou enìc na keÐntai sto tìxo

_

AM1 tou mikroÔ kÔklou, pou brÐsketai entìc tou meg�lou,
kai duo shmeÐa tou �llou sto tìxo

_

AM2 tou meg�lou kÔklou entìc tou mikroÔ. Profan¸c,
an� èna apì ta zeÔgh twn shmeÐwn aut¸n ja mporoÔsan na sumpèsoun me to A.) JewroÔme ton
perigegrammèno kÔklo sto trÐgwno OAA′ kai èstw ìti tèmnei thn K1K2 sto K. To K brÐsketai
metaxÔ M1 kai M2 afoÔ to tìxo

_

AKA′ tou kÔklou pou perigr�fetai sto trÐgwno OAA′ brÐsketai
sthn koin  tom  twn duo proanaferjèntwn dÐskwn. Ex�llou èqoume

(K1K) + (KM1) = (K1M1) = (K1A) < (K1K) + (KA) ⇔ (KM1) < (KA).

OmoÐwc mporeÐ na apodeiqteÐ ìti (KM2) < (KA). Ara o kÔkloc kèntrou K kai aktÐnac KA
perikleÐei sto eswterikì tou thn koin  tom  (“fak ”) twn dÔo bèltistwn p.k. thc H. Efìson h
polik  gwnÐa tou A eÐnai mikrìterh aut c twn shmeÐwn Q1, Q2 kai h gwnÐa ∠OAK = 90o, èpetai
ìti

(KA)

(OK)
<

R1

(OK1)
=

R2

(OK2)
.

Ara o kÔkloc kèntrou K kai aktÐnac (KA) eÐnai gn sia “kalÔteroc” apì touc duo jewrhjèntec
bèltistouc p.k.. Sunep¸c, o bèltistoc p.k. thc koin c tom c (“fak c”) twn duo jewrhjèntwn
bèltistwn p.k., �ra kai thc H, ja eÐnai kalÔteroc apì ton kÔklo kèntrou K kai aktÐnac (KA)
 , sth “qeirìterh” perÐptwsh, ja eÐnai o proanaferjeÐc kÔkloc. Epomènwc den eÐnai dunatìn na
up�rqoun duo bèltistoi p.k., pr�gma pou apodeÐqnei th monadikìthta. ¤

Parat rhsh: EÐnai dunatìn dÔo   perissìteroi bèltistoi p.k. na sumpÐptoun se ènan.
Autì mporeÐ na sumbeÐ se duo mìnon peript¸seic: a) An o bèltistoc p.k. thc H eÐnai o bèltistoc
kÔkloc enìc−shmeÐou, èstw tou Pi, i ∈ {1, 2, . . . , k}, kai up�rqei shmeÐo Pj, j ∈ {1, 2, . . . , k}, j 6=
i, p�nw ston kÔklo autì. Tìte, o p.k. twn dÔo−shmeÐwn Pi, Pj apoteleÐ ki autìc bèltisto kÔklo
dÔo−shmeÐwn thc H. kai b) An o bèltistoc p.k. thc H eÐnai o bèltistoc kÔkloc dÔo−shmeÐwn,
èstw twn Pi, Pj, i, j ∈ {1, 2, . . . , k}, i < j, kai p�nw ston kÔklo autì brÐsketai kai �llo shmeÐo,
p.q., Pl, l ∈ {1, 2, . . . , }, j < l. Tìte kai oi p.k. twn dÔo−shmeÐwn twn Pi, Pl, kai Pj, Pl,
apoteloÔn bèltistouc p.k. thc H.
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8.6 ParadeÐgmata

Par�deigma 1: Estw o pÐnakac

A =




10 1 3 −1
2 4 −2 −3

−3 5 6 2
3 3 1 11


 . (8.9)

To f�sma twn idiotim¸n tou A mporeÐ na brejeÐ me th bo jeia thc MATLAB 7.0 me akrÐbeia ìlwn
twn 14 dekadik¸n yhfÐwn pou aut  diajètei. Etsi brÐskoume

σ(A) = {5.30510873756331± ı 4.04212646134389, 10.19489126243668± ı 2.49823942823383},
opìte eÐnai fanerì ìti o A eÐnai jetik� eustaj c. Oi korufèc thc kleist c kurt c j khc H tou
σ(A) sto pr¸to tetarthmìrio eÐnai oi ex c dÔo

P1(5.30510873756331, 4.04212646134389), P2(10.19489126243668, 2.49823942823383)

(bl. Sq ma 10). Met� to B ma 1, pou  dh ègine, akolouj¸ntac to B ma 2 tou Algìrijmou
tou bèltistou p.k., mporeÐ na brejeÐ ìti ek twn dÔo koruf¸n h P1 antistoiqeÐ sth megalÔterh
polik  gwnÐa. BrÐskoume, loipìn, to kèntro K1(c1, 0) kai thn aktÐna R1 = (K1P1) tou upoy fiou
bèltistou kÔklou enìc−shmeÐou, C1, pou ef�ptetai sthn OP1 sto P1. Ta stoiqeÐa tou brÐskontai
apì tic sqèseic (8.3) ìti eÐnai

c1 = 8.38492993214283, R1 = 5.08174034363009.

MporeÐ akìmh na brejeÐ ìti o kÔkloc C1 perikleÐei thn koruf  P2 afoÔ R1 > (K1P2). Epomènwc
o bèltistoc p.k. thc H eÐnai o bèltistoc p.k. enìc−shmeÐou, dhlad  o C∗1 , pou mìlic brèjhke.

Par�deigma 2: Estw o pÐnakac

A =




3.2674 0.8314 0.8577 0.3411 0.5209 0.4043 1.1564 −0.7739
0.7801 2.9645 0.3279 0.3785 0.7860 0.2184 0.3424 −0.3047

−1.0629 −0.2065 2.3540 −0.7142 0.1065 −0.5306 0.1741 0.3752
0.1682 0.7375 0.6341 2.0460 0.7078 1.0257 0.6017 −0.9151
1.1390 −0.4606 0.2989 0.0356 2.1130 0.4592 0.4386 −0.1482

−0.4309 −0.1225 −0.0049 −0.0385 0.0966 2.0106 −1.3353 1.0215
−0.5356 −0.0203 −0.4978 0.5677 0.3314 0.1871 2.7104 0.4236
−0.3741 −0.2861 −0.9002 0.6656 −0.0451 −1.1603 −0.9873 4.8030




,

me f�sma idiotim¸n

σ(A) = {1.86276001393587, 2.01179239038023± ı 0.65104401096444,
2.74937366128964± ı 0.97219263735250, 0 3.53286710719112± ı 0.82489924737867,

3.81807366834215}.
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Sq ma 10: Bèltistoc PerikleÐwn KÔkloc Enìc−ShmeÐou

Profan¸c o A eÐnai jetik� eustaj c me pènte korufèc thc H sto pr¸to tetarthmìrio tou mi-
gadikoÔ epipèdou, tic akìloujec

P1(1.86276001393587, 0), P2(2.01179239038023, 0.65104401096444),
P3(2.74937366128964, 0.97219263735250), P4(3.53286710719112, 0.82489924737867),
P5(3.81807366834215, 0)

(bl. Sq ma 11). Me b�sh to B ma 2 tou Algìrijmou mporeÐ na brejeÐ ìti h koruf  P3 eÐnai aut 
me th megalÔterh polik  gwnÐa. Jewr¸ntac ton kÔklo kèntrou K3(c3, 0) kai aktÐnac R3 = (K1P3)
mporeÐ na brejeÐ ìti den perikleÐei ta shmeÐa P1 kai P2. Epomènwc proqwroÔme sto B ma 3 tou
Algìrijmou. Me b�sh autì ja prèpei na broÔme ìlouc touc kÔklouc dÔo−shmeÐwn me kèntro ston

pragmatikì �xona, sthn prokeÐmenh perÐptwsh sunolik�
(

5
2

)
= 10. An gÐnei aut  h diadikasÐa,

aporriftoÔn ekeÐnoi oi kÔkloi pou pijanìn perikleÐoun thn arq  O   den eÐnai p.k., tìte apì touc
upìloipouc brÐskoume ekeÐnon pou antistoiqeÐ sto mikrìtero lìgo Ri,j

ci,j
, i = 1(1)4, j = i + 1(1)5.

Autìc eÐnai o kÔkloc pou antistoiqeÐ sta shmeÐa P4 kai P5. Ta stoiqeÐa tou bèltistou p.k.
dÔo−shmeÐwn, C∗4,5, pou dÐnontai apì tic sqèseic (8.6), eÐnai

c∗4,5 = 2.48254767662753, R∗
4,5 = 1.33552599171462.

9 Prìblhma Grammik c Sumplhrwmatikìthtac (LCP)

9.1 To Prìblhma ki o Trìpoc EpÐlus c tou

To Prìblhma thc Grammik c Sumplhrwmatikìthtac (LCP) diatup¸netai wc ex c:
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Sq ma 11: Bèltistoc PerikleÐwn KÔkloc DÔo−ShmeÐwn

Prìblhma: 9.1 DÐnontai

A ∈ Rn,n, det(A) 6= 0, b ∈ Rn. (9.1)

Na brejeÐ x ∈ Rn tètoio ¸ste

r := Ax− b ≥ 0, x ≥ 0, xT r = 0. (9.2)

(ShmeÐwsh: Sthn parap�nw diatÔpwsh to sÔmbolo “ ≥ 0”, anaferìmeno se pragmatikoÔc pÐnakec
(  dianÔsmata), shmaÐnei ìti ta stoiqeÐa tou antÐstoiqou pÐnaka (  dianÔsmatoc) eÐnai mh arnhtik�.)

Opwc anafèrjhke kai sthn Par�grafo 4 to LCP èqei p�ra pollèc efarmogèc. O endiafer-
ìmenoc anagn¸sthc parapèmpetai stic ergasÐec [22], [6], [9], [27], [21], kai idiaÐtera sta biblÐa
anafor�c [24], [3], [7] kai [25].

K�tw apì orismènec idiìthtec tou pÐnaka A, tic opoÐec de ja anafèroume ed¸ (bl., p.q., [3],
[24], [25], [16], k.lp.), to LCP stic (9.2) èqei monos manta orismènh lÔsh gia k�je b ∈ Rn. An
o A eÐnai epiplèon summetrikìc kai jetik� orismènoc, dhlad  yT Ay > 0,∀ y ∈ Rn\{0}, opìte
èqei kai jetikèc pragmatikèc idiotimèc, h lÔsh tou LCP eÐnai monadik  kai mporeÐ na brejeÐ me thn
Epanalhptik  Mèjodo Modulus Algorithm ([30], [20]). Sth mèjodo aut  tÐjetai stic sqèseic
(9.2)

x = |z|+ z, r = |z| − z, (9.3)
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ìpou z ∈ Rn prosdioristèo. Antikat�stash twn (9.3) stic (9.2) dÐnei met� apì k�poiec pr�xeic
thn ExÐswsh StajeroÔ ShmeÐou

z = F |z|+ c =: f(z), z ∈ Rn, (9.4)

ìpou
F = (I + A)−1(I − A), c = (I + A)−1b, (9.5)

kai ìpou shmei¸netai h parousÐa tou MetasqhmatismoÔ tou Cayley. Gia thn epÐlush thc (9.4)
proteÐnetai h Epanalhptik  Mèjodoc (Algìrijmoc)

z(k+1) = F |z(k)|+ c, k = 0, 1, 2, . . . , z(0) ∈ Rn, opoiod pote. (9.6)

Upì tic sugkekrimènec proôpojèseic pou èqoun jewrhjeÐ sthn ergasÐa [16] h Epanalhptik 
Mèjodoc (9.6) par�gei akoloujÐa dianusm�twn sugklÐnousa sth monadik  lÔsh z∗ thc ExÐswshc
StajeroÔ ShmeÐou (9.4) kai �ra apì tic (9.3) prokÔptei h lÔsh x tou LCP (9.2).

H taqÔthta sÔgklishc thc Epanalhptik c Mejìdouou exartiètai apì thn tim  thc posìthtac

max
a∈H

∣∣∣∣
1− a

1 + a

∣∣∣∣ < 1 (9.7)

kai m�lista ìso mikrìterh sumbaÐnei na eÐnai h tim  thc tìso taqÔtera sugklÐnei h upìyh Epanalh-
ptik  Mèjodoc sth lÔsh tou LCP. H epit�qunsh thc sÔgklishc thc Epanalhptik c Mejìdou
(9.6), k�tw apì tic Ðdiec proôpojèseic, apotèlese, metaxÔ �llwn, to antikeÐmeno thc ergasÐac
[16].

Sugkekrimèna, genikeÔoume to LCP (9.2) pollaplasi�zontac th basik  exÐsws  tou r = Ax−b
kai th sunj kh orjogwniìtht�c tou epÐ ω > 0. Etsi èqoume

(ωr) := (ωA)x− (ωb) ≥ 0, x ≥ 0, xT (ωr) = 0. (9.8)

Diapist¸netai eÔkola ìti to prìblhma stic (9.8) apoteleÐ èna genikìtero LCP, ìpou ta ωr, ωA,
ωb, paÐzoun touc rìlouc twn r, A, b, tou arqikoÔ LCP, en¸ to di�nusma x paramènei to Ðdio.
Sumbolik� mporoÔme na gr�youme ìti

LCP (9.2) ⇐⇒ LCP (9.8).

Akolouj¸ntac ta Ðdia akrib¸c b mata me thn prohgoÔmenh an�lush kai k�nontac antÐstoiqec
anatikatast�seic katal goume se mia ExÐswsh StajeroÔ ShmeÐou, ìpou sth jèsh tou pÐnaka C,
parousi�zetai o pÐnakac Fω = (I+ωA)−1(I+ωA), shmei¸netai ed¸ h parousÐa tou Parekballìme-
nou MetasqhmatismoÔ Cayley, kai sth jèsh tou c to di�nusma cω = (I + ωA)−1b. SuneqÐzontac
thn an�lush katal goume sthn Parekballìmenh Epanalhptik  Mèjodo

z(k+1) = Fω|z(k)|+ cω, k = 0, 1, 2, . . . , z(0) ∈ Rn, opoiod pote (9.9)
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kai epomènwc sthn elaqistopoÐhsh tou par�gonta pou kajorÐzei thn taqÔthtac sÔgklishc

max
a∈H

∣∣∣1− ωa

1 + ωa

∣∣∣ < 1. (9.10)

Opwc parathreÐtai, o par�gontac autìc den eÐnai par� o par�gontac pou emfanÐzetai sto Prìblhma
5.1.

9.2 Par�deigma

Estw ìti sto Prìblhma 9.1 o pÐnakac A kai to di�nusma b dÐnontai wc ex c:

A = tridiag(−1, 2,−1) ∈ R9,9, b = [2 − 1 − 1 − 1 − 1 − 1 − 1 − 1 − 1]T . (9.11)

Opwc parathreÐtai, o pragmatikìc pÐnakac A eÐnai summetrikìc. Epiplèon eÐnai kai jetik� oris-
mènoc, ìpwc mporeÐ na apodeiqteÐ (bl., p.q., [10]). Oi sunj kec autèc exasfalÐzoun kai to monos -
manto thc lÔshc tou Probl matoc (9.11) (bl., p.q., [3]). Oi idiotimèc tou A dÐnontai apì tic
ekfr�seic [10]

4 sin2

(
kπ

2(n + 1)

)
, k = 1(1)n, n = 9. (9.12)

EÐnai fanerì ìti h H, sthn paroÔsa perÐptwsh, eÐnai to eujÔgrammo tm ma P1P2, ìpou ta shmeÐa
P1 kai P2, sto pr¸to tetarthmìrio tou migadikoÔ epipèdou, den eÐnai par� oi korufèc thc H kai
sugqrìnwc oi akraÐec idiotimèc tou A. Sugkekrimèna

P1

(
4 sin2

( π

20

)
, 0

)
, P2

(
4 cos2

( π

20

)
, 0

)
.

Akolouj¸ntac ton Algìrijmo gia thn eÔresh tou bèltistou p.k. thc H parathroÔme ìti kai
oi duo korufèc thc èqoun thn Ðdia polik  gwnÐa Ðsh me mhdèn. Epomènwc phgaÐnoume sto B ma
3. EÐnai fanerì ìti sthn perÐptws  mac up�rqei ènac mìnoc p.k. dÔo−shmeÐwn, o opoÐoc prèpei
na eÐnai kai o bèltistoc p.k. dÔo−shmeÐwn. O kÔkloc autìc, C∗

1,2, èqei kèntro K∗
1,2(c

∗
1,2, 0) me

tetmhmènh Ðsh me to hmi�jroisma twn tetmhmènwn twn shmeÐwn P1 kai P2, c∗1,2 = β1+β2

2
, kai aktÐna

R∗
1,2 = β2−β1

2
. Ta stoiqeÐa aut� brÐskontai Ðsa me

c∗1,2 = 1
2

(
4 sin2

(
π
20

)
+ 4 cos2

(
π
20

))
= 2,

R∗
1,2 = 1

2

(
4 cos2

(
π
20

)− 4 sin2
(

π
20

))
= 2 cos

(
π
10

)
= 1.90211303259031

(bl. Sq ma 12). H bèltisth parekballìmenh par�metroc mporeÐ na brejeÐ apì thn pr¸th twn
(7.1) ìti eÐnai Ðsh me

ω∗ =
1√

c∗1,2
2 −R∗

1,2
2

=
1√
β1β2

= 1.61803398874989. (9.13)
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Sq ma 12: Bèltistoc PerikleÐwn KÔkloc Enìc−ShmeÐou

Gia thn epÐlush tou LCP qrhsimopoi¸ntac thn epanalhptik  mèjodo (9.6) me arqikì di�nusma
z(0) = [1 1 1 1 1 1 1 1 1]T ∈ R9, opìte ρ(F ) = 0.82168115604716, brÐsketai ìti apaitoÔntai 125
epanal yeic ¸ste na brejoÔn duo diadoqikèc timec thc lÔshc LCP pou na sumpÐptoun se ìla
ta 14 dekadik� yhfÐa pou dÐnei h MATLAB. Apì thn �llh meri� qrhsimopoi¸ntac thn (9.9) me
to Ðdio z(0), ìpwc kai prin, all� me th bèltisth parekballìmenh par�metro ω∗, opìte ρ(Fω∗) =
0.72654252800536, apaitoÔntai mìnon 93 epanal yeic. Kai stic duo peript¸seic h lÔsh pou
brÐsketai eÐnai h akìloujh

x = [1.00000000000000 0 0 0 0 0 0 0 0]T ,
r = [0 0.00000000000000 1.00000000000000 1.00000000000000 1.00000000000000

1.00000000000000 1.00000000000000 1.00000000000000 1.00000000000000]T .
(9.14)

10 Telik� Sqìlia kai Parathr seic stic Efarmogèc

Prin kleÐsoume thn paroÔsa ergasÐa ja jèlame na k�noume orismèna sqìlia pou aforoÔn kurÐwc
stic anaferjeÐsec efarmogèc thc.

1) Sthn ergasÐa [16] brÐskoume, metaxÔ �llwn, touc tÔpouc gia touc bèltistouc p.k. stic
peript¸seic ìpou h kleist  kurt  j kh H eÐnai orjog¸nio, isoskelèc trapèzio, kuklikì tm ma,
kuklikìc tomèac kai èlleiyh me to meg�lo �xon� thc sto jetikì pragmatikì hmi�xona   k�jeto s'
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autìn. Me b�sh thn akoloujhjeÐsa logik  ja mporoÔse k�poioc na brei eÔkola touc bèltistouc
p.k. stic peript¸seic ìpou h H eÐnai z¸nh kÔklou, elleiptikìc tomèac, elleiptikì tm ma  
elleiptik  z¸nh, gia na anaferjoÔme se orismènec qarakthristikèc peript¸seic mìno.
ShmeÐwsh: Ja prèpei na tonisteÐ ìti k�poioi apì touc bèltistouc p.k. kat� th beltistopoÐhsh
tou aploÔsterou probl matoc parekbol c maxa∈H |1 − ωa|, ìpwc perigr�fthke sthn arq  thc
Paragr�fou 8 gia thn pragmatik    th migadik  perÐptwsh, eÐqan brejeÐ se prohgoÔmenec ergasÐec
(bl., p.q., [18], [19], [13], [14], [26], [5], [4], [15]).

2) Oi Kappel kai Watson [20] katìrjwsan na belti¸soun epitaqÔnontac th sÔgklish thc
Epanalhptik c Mejìdou (Modulus Algorithm) tou van Bokhoven, gia thn epÐlush tou LCP,
ergazìmenoi, met� apì sugkekrimènouc euriskìmenouc arijmoÔc epanal yewn, me oloèna mikrìter-
ouc kÔriouc upopÐnakec tou pragmatikoÔ summetrikoÔ kai jetik� orismènou pÐnaka A. Ekmet-
alleuìmenoi touc ek�stote upopÐnakec thc mejìdou twn Kappel kai Watson ja mporoÔsame na
brÐskoume diaforetik� bèltista ω k�je for� me sunèpeia thn akìmh taqÔterh sÔgklish thc upìyh
mejìdou.

3) An jewr soume thn perÐptwsh thc epÐlushc tou probl matoc montèlou thc exÐswshc Pois-
son sto monadiaÐo tetr�gwno Ω

−∂2u(x, y)

∂x2
− ∂2u(x, y)

∂y2
= f(x, y), (x, y) ∈ Ω, (10.1)

ìpou f(x, y) gnwst  sun�rthsh arkoÔntwc diaforÐsimh, me sunoriakèc sunj kec Dirichlet, dhlad 

u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω, (10.2)

me g(x, y) gnwst  sun�rthsh sto sÔnoro ∂Ω tou Ω, tìte me mejìdouc thc A.A. to suneqèc
prìblhma (10.1)-(10.2) metatrèpetai se diakritì. Gia thn epÐlush tou diakritoÔ probl matoc,
ìpou emplèkontai pÐnakec me sugkekrimènec idiìthtec kai èna �gnwsto di�nusma u, uiojeteÐtai
sun jwc h kaloÔmenh Peplegmènh Epanalhptik  Mèjodoc Enallassìmenwn DieujÔnsewn (bl.
[28], [31], [32] k.lp.). Sthn teleutaÐa, eisqwreÐ mÐa jetik  par�metroc r h eÔresh thc opoÐac,
pragmatopoioÔmenh me thn elaqistopoÐhsh thc èkfrashc

max
0<β1≤a≤β2

∣∣∣r − a

r + a

∣∣∣, (10.3)

epitaqÔnei sto megalÔtero dunatì bajmì th sÔgklish thc proanaferjeÐsac Mejìdou gia thn
eÔresh thc lÔshc u. EÐnai dunatìn na parathr sei kaneÐc ìti h sÔmmorfh apeikìnish

T (
a

r
) :=

(
1 +

a

r

)−1 (
1− a

r

)
=

r − a

r + a

den apoteleÐ par� èna bajmwtì an�logo tou Parekballìmenou MetasqhmatismoÔ Cayley

F

(
1

r
A

)
=

(
I +

1

r
A

)−1 (
I − 1

r
A

)
,
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me par�metro parekbol c ω = 1
r
kai kleist  kurt  j kh H to eujÔgrammo tm ma [β1, β2] sto

jetikì pragmatikì hmi�xona. H eÔresh tou bèltistou r, r∗, èqei  dh dojeÐ sto Par�deigma thc
Paragr�fou 9 kai eÐnai

r∗ =
1

ω∗
=

√
β1β2. (10.4)

Ja prèpei na shmeiwjeÐ ìti h Ðdia akrib¸c tim  dÐnetai kai sta biblÐa anafor�c [31] kai [32], ìpou
h bèltisth aut  tim  èqei brejeÐ me kajar� algebrikèc mejìdouc.

4) Gia thn epÐlush enìc MigadikoÔ GrammikoÔ Sust matoc Algebrik¸n Exis¸sewn me thn
ADI−tÔpou Mèdodo thc Ermitian c/ Antiermitian c Di�spashc twn Bai, Golub kai Ng [2],
parousi�zetai akrib¸c to Ðdio prìblhma thc eÔreshc thc bèltisthc epitaquntik c paramètrou
r, k�tw akrib¸c apì touc Ðdiouc periorismoÔc, ìpwc sto prìblhma thc prohgoÔmenhc perÐptwshc
(3). Sunep¸c h lÔsh gia th bèltisth tim  tou r eÐnai akrib¸c h Ðdia ìpwc kai sthn perÐptwsh (3).
ShmeÐwsh: Epeid  eÐnai dunatìn oi akraÐec idiotimèc tou emplekìmenou ErmitianoÔ pÐnaka na mh
dÐnontai analutik�, tìte qrhsimopoioÔme �nw kai k�tw fr�gmata gia tic timèc twn β2 kai β1, an-
tÐstoiqa. Ena �nw fr�gma eÐnai eÔkolo na brejeÐ an jewr soume mia apì tic pio aplèc norms,
p.q., th || · ||∞, gia ton emplekìmeno Ermitianì pÐnaka. S' ì,ti afor� to k�tw fr�gma gia ton Ðdio
pÐnaka qrhsimopoioÔme mia apì tic mejìdouc twn Ma kai Zarowski [23]   kalÔtera tou Sun [29].

5) Gia thn epÐlush enìc MigadikoÔ GrammikoÔ Sust matoc Algebrik¸n Exis¸sewn me thn
ADI−tÔpou Mèdodo thc Kanonik c/ Antiermitian c Di�spashc twn Ðdiwn ereunht¸n, ìpwc sth-
n (4) [12], parousi�zetai akrib¸c to Ðdio prìblhma thc eÔreshc thc bèltisthc epitaquntik c
paramètrou r, me th mình basik  diafor� ìti h kleist  kurt  j kh H eÐnai orjog¸nio, me sun-
tetagmènec koruf¸n tou sto pr¸to terthmìrio tou migadikoÔ epipèdou P1(β1, γ) kai P2(β2, γ)
(0 < β1 < β2, γ > 0). H eÔresh thc bèltisthc paramètrou r, sthn ergasÐa [12], gÐnetai me kajar�
algebrikèc mejìdouc. An k�poioc akolouj sei ton Algìrijmo thc paroÔsac ergasÐac, ìpwc sthn
ergasÐa [16], èqoume ìti h ìlh diadikasÐa èqei wc ex c. Akolouj¸ntac to B ma 2 tou Algìrijmou
èqoume ìti h koruf  P1 eÐnai aut  me th megalÔterh polik  gwnÐa. Etsi brÐskoume to kèntro
tou kÔklou K1(c1, 0), pou ef�ptetai sthn OP1 sto P1. Autì èqei tetmhmènh c1 =

β2
1+γ2

β1
. An

β2
1+γ2

β1
≥ β1+β2

2
, tìte o C∗1 eÐnai o bèltistoc p.k. gia to upìyh orjog¸nio (bl. Sq ma 13(a) ) . An

β2
1+γ2

β1
< β1+β2

2
, tìte to B ma 3 tou Algìrijmou dÐnei ìti o bèltistoc p.k. gia to dojèn orjog¸nio

eÐnai o C∗1,2, pou èqei kèntro K∗
1,2(c

∗
1,2, 0), c∗1,2 = β1+β2

2
, kai aktÐna R∗

1,2 =

√(
β1+β2

2
− β1

)2
+ γ2 (bl.

Sq ma 13(b) ). Ta stoiqeÐa twn bèltistwn p.k. stic dÔo autèc peript¸seic dÐnontai analutik�
stic sqèseic (10.5)

An β2
1+γ2

β1
≥ β1+β2

2
tìte c∗1 =

β2
1+γ2

β1
, R∗

1 =
γ
√

β2
1+γ2

β1
,

An β2
1+γ2

β1
< β1+β2

2
tìte c∗1,2 = β1+β2

2
, R∗

1,2 = 1
2

√
(β2 − β1)2 + 4γ2.

(10.5)

Shmei¸seic: a) Mia ekfulismènh perÐptwsh tou orjogwnÐou eÐnai na èqoume γ = 0, dhlad  eu-
jÔgrammo tm ma P1P2 p�nw sto jetikì pragmatikì hmi�xona. Sthn perÐptwsh aut  isqÔei mìnon
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Sq ma 13: O Bèltistoc PerikleÐwn KÔkloc
stic Duo Peript¸seic tou OrjogwnÐou (a) Enìc−ShmeÐou kai b) DÔo−ShmeÐwn)

h deÔterh perÐptwsh apì tic (10.5). Tìte, apì tic aplopoihmènec ekfr�seic twn c∗1,2, R∗
1,2, kai

thn (7.1) mporeÐ na prokÔyei amèswc ìti r∗ = 1
ω∗ =

√
β1β2, dhlad  h èkfrash sth (10.4). b) An

k�poia epiplèon plhroforÐa eÐnai diajèsimh gia to f�sma twn idiotim¸n tou dojèntoc MigadikoÔ
Sust matoc tìte eÐnai dunatìn h emplekìmenh kleist  kurt  j kh H na eÐnai èna genikìtero
tetr�pleuro (sugkekrimèna isoskelèc trapèzio)   polÔgwno, opìte h bèltisth tim  tou r = 1

ω
,

euriskìmenh me b�sh ton Algìrijmo thc paroÔsac ergasÐac, ja dÐnei akìmh taqÔterh sÔgklish
apì ì,ti h eurejeÐsa sthn ergasÐa twn proanaferjèntwn tri¸n ereunht¸n.
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