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1. ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Η έννοια της συνάρτησης είναι στενά συνυφασµένη µε τον πίνακα 
τιµών και τη γραφική παράσταση. Μαθητές και φοιτητές είναι εξοικειωµέ-
νοι µε τις έννοιες αυτές και µάλιστα εύκολα αναγνωρίζουν ή µπορούν να 
δηµιουργούν τα παραπάνω από τον τύπο της συνάρτησης. Στην πράξη ό-
µως, ίσως τις περισσότερες φορές, τα πράγµατα εµφανίζονται «ανάποδα», 
δηλ. πρώτα έχουµε τον πίνακα τιµών (συνήθως πειραµατικά αποτελέσµατα 
ή δεδοµένα άλλων µετρήσεων), στη συνέχεια ένα γράφηµα αυτού και στο 
τέλος τον τύπο της συνάρτησης, που πιθανόν να περιγράφει το φαινόµενο, 
που µας έδωσε τα πειραµατικά αποτελέσµατα ή τα αποτελέσµατα των µε-
τρήσεών µας. Κάτι τέτοιο είναι εξαιρετικά χρήσιµο, αφού ένας τύπος µας 
επιτρέπει να βλέπουµε µεταξύ των τιµών ή να προβλέπουµε πέρα από αυ-
τές. Η εύρεση ενός τέτοιου τύπου, που µας επιτρέπει να παρεµβάλουµε τι-
µές στις ήδη υπάρχουσες, γίνεται µε παρεµβολή, ενώ η εύρεση ενός τύπου, 
που µας επιτρέπει να προσεγγίσουµε και άλλες τιµές από τις ήδη υπάρχου-
σες µε προσέγγιση. 

 

2. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Το πρόβληµα της δηµιουργίας ενός τύπου από έναν πίνακα τιµών 
έχει άπειρες λύσεις, δηλαδή µπορούµε να βρούµε άπειρους τύπους συναρ-
τήσεων, που να έχουν ως πίνακα τιµών τον πίνακα των αποτελεσµάτων µας. 
Το γεγονός αυτό κάνει το πρόβληµα εξαιρετικά δύσκολο και είναι ένας από 
τους λόγους που έχουν αναπτυχθεί πολλοί τρόποι για τον προσδιορισµό του 
τύπου αυτού. Θα µπορούσε, ίσως, κάποιος να αναφέρει τεχνικές, ανάλογα 
µε τις συνθήκες που ο ερευνητής απαιτεί ο εν λόγω τύπος να πληροί, όπως 
π.χ. τα πολυώνυµα Hermite ή την παρεµβολή µε Splines. Όµως, ο απλού-
στερος τρόπος, ένας τρόπος που ίσως θα µπορούσε να διδάσκεται και στο 
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Λύκειο, είναι τα πολυώνυµα. Το Θεώρηµα του Weierstrass ([1]), που παρα-
τίθεται στη συνέχεια, επιτρέπει κάτι τέτοιο. 

Θεώρηµα 1. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα [ , ]a b , 
τότε  για κάθε ε  θετικό ( 0)ε∀ >  υπάρχει ένα πολυώνυµο ( )P x , έτσι 
ώστε  
 ],[,|)()(| baxxfxP ∈∀<− ε . (2.1) 

Τον τρόπο επιλογής του πολυώνυµου αυτού, δηλ. του πολυώνυµου παρεµ-
βολής, θα µελετήσουµε στην επόµενη παράγραφο. 

Η δηµιουργία ενός τύπου, από έναν πίνακα τιµών, δε σηµαίνει ότι 
λύνει και το πρόβληµά µας. Για παράδειγµα στα σηµεία Α(-1,4), 
Β(0.9,2.499), Γ(1.1,1.501) και ∆(3,0) αντιστοιχεί το πολυώνυµο 

3 2( ) 3 2 6P x x x x= − − +   (η γραφική παράσταση των σηµείων και  του πο-

λυωνύµου φαίνεται στο Σχήµα 1) .  Από τη θέση των σηµείων, στη γραφική 
παράσταση αυτών, φαίνεται ότι ο τύπος που προέρχεται από το πολυώνυµο 
παρεµβολής δύσκολα περιγράφει το πείραµα, που µας έδωσε τα εν λόγω 
σηµεία. Θα µπορούσε κάποιος να ισχυρισθεί ότι τα σηµεία αυτά βρίσκονται 
πάνω σε µια ευθεία και µικρές αποκλίσεις από αυτήν ερµηνεύονται από πι-
θανά σφάλµατα. Τον τρόπο επιλογής της ευθείας (πολυώνυµο πρώτου βαθ-
µού) ή καλύτερα της συνάρτησης προσέγγισης των σηµείων αυτών θα µε-
λετήσουµε στην τελευταία παράγραφο του άρθρου.  

           Σχήµα 1.   Τα τέσσερα σηµεία και το πολυώνυµο παρεµβολής 
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3. ΠΑΡΕΜΒΟΛΗ 

3.1. Το πολυώνυµο του Lagrange 
Θεωρούµε τα 1n +  διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία, π.χ. τα 

 ( , ), 0(1) ,µε γιαi i i jx f i n x x i j= ≠ ≠ , (3.1) 

όπου )( ii xff =  και f  η άγνωστη συνάρτηση, που λύνει το πρόβληµά µας 

και πολύ θα θέλαµε να γνωρίζουµε. Επίσης, θεωρούµε το n -οστού βαθµού 
πολυώνυµο n

nn xaxaaxP +++= ⋯10)( , η γραφική παράσταση του οποίου 

διέρχεται από τα σηµεία αυτά. Προφανώς, αφού τα σηµεία της σχέσης (3.1) 
ανήκουν στο πολυώνυµο, ορίζονται οι επόµενες σχέσεις, δηµιουργώντας το 
σύστηµα 
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Η λύση του συστήµατος (3.2) µας δίνει τους συντελεστές του πολυώνυµου 
( )nP x . Η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων είναι η γνωστή ορίζου-

σα του Vandermonde: 
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 (3.3) 

Λήµµα 1. Η ορίζουσα του Vandermonde έχει τη µορφή 
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Πράγµατι για 2n = , η (3.4) ισχύει. Υποθέτουµε ότι ισχύει για τυχαίο k  και 
θα δείξουµε την αλήθεια της πρότασης για 1k + . Θεωρούµε το πολυώνυµο 
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του οποίου ρίζες είναι οι αριθµοί , 0(1)ix i k= , ενώ ο συντελεστής του µεγι-

στοβάθµιου όρου 1kx +  είναι  3( 1)k
kD+− . Αυτό, τότε, γράφεται ως εξής: 

 3
1

0

( ) ( 1) ( )
k

k
k k i

i

D x D x x+
+

=

= − −∏  

Η τιµή του πολυώνυµου αυτού για 1kx x += , µετά από 1k +  αλλαγές της 

πρώτης γραµµής, µας δίνει τη µορφή (3.4). 

Η (3.4) είναι, προφανώς, διαφορετική από το µηδέν. Έτσι αποδείξαµε το 
επόµενο Θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2. Από 1n +  σηµεία µε διαφορετικές µεταξύ τους τετµηµένες 
περνά ένα µοναδικό πολυώνυµο ( )nP x  βαθµού (το πολύ)  n . 
Προφανώς, πολυώνυµα βαθµού µεγαλύτερου του  n  υπάρχουν άπειρα, α-

φού κάθε πολυώνυµο της µορφής 
0

( ) ( ) ( ) ( )
n

n m i
i

Q x P x R x x x
=

= + −∏  διέρχεται 

από τα σηµεία µας, ενώ πολυώνυµα βαθµού µικρότερου του n  είναι δυνα-
τόν να προκύψουν µόνο στην περίπτωση, που από τη λύση του συστήµατος 
βρεθεί ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου να είναι µηδέν. 

Ο Lagrange, για τον προσδιορισµό αυτού του πολυώνυµου, είχε την 
εξής καταπληκτική ιδέα: Το )(xPn  θα προκύπτει από το άθροισµα 1n +  πο-

λυωνύµων της µορφής ,)1(0,)( nifxL ii = δηλαδή 

 ∑
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=
n

i
iin fxLxP

0

)()(  (3.5) 

Επιπλέον, για να περνά το πολυώνυµο (3.5) από τα σηµεία µας, απαίτησε 
δυο πράγµατα: 

1) ( ) 0, , 0(1) µε και

2) ( ) 1.
i j

i i

L x i j n i j

L x

= ∀ = ≠

=
 

Η πρώτη, από τις παραπάνω απαιτήσεις, µας δείχνει ότι η µορφή των επιµέ-
ρους πολυωνύµων είναι  
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ενώ η δεύτερη µας προσδιορίζει τα ,iA  δηλαδή 
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Έτσι, το πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange, τελικά, έχει τη µορφή: 
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 (3.6) 

Όταν οι τιµές )( ii xff =  είναι τιµές της συνάρτησης f , το σφάλµα 

που γίνεται, όταν τις τιµές  ( )f x  τις προσεγγίζουµε από τις τιµές του πο-

λυώνυµου )(xPn , πρέπει να έχει τη µορφή  

 
0

( ) ( )
n

i
i

A x x xε
−

= −∏ , (3.7) 

αφού αυτό µηδενίζεται για nixx i )1(0, == . Ο συντελεστής ( )A x  προσδιο-

ρίζεται στα περισσότερα βιβλία της Αριθµητικής Ανάλυσης ([2]) και  δεν 
θα αναφερθούµε σ’ αυτόν. 

Το πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange είχε µέχρι τελευταία, ως 
µειονέκτηµα, τη δυσκολία που παρουσίαζε στον προγραµµατισµό του σε 
ηλεκτρονικό υπολογιστή (Η/Υ). Σήµερα, υπάρχουν υπολογιστικά περιβάλ-
λοντα, όπως εκείνα του Maple και του Mathematica αλλά και γλώσσες προ-
γραµµατισµού, όπως η C++, που διαχειρίζονται λίστες και τα πράγµατα έ-
χουν αλλάξει. 

3.2. Το πολυώνυµο των Newton – Gregory 

Πολλές φορές τα σηµεία στα οποία γίνεται η παρεµβολή ισαπέχουν, 
δηλ. δυο διαδοχικά σηµεία έχουν σταθερή διαφορά. Αν µε h  παραστήσου-
µε αυτή τη διαφορά και µε I  το υποσύνολο εκείνο των ακεραίων, που εκ-
λέξαµε ως δείκτες στα σηµεία µας, θα ισχύει Iiihxx ii ∈+∀=−+ 1,,1 . Αν 

µε 0I παραστήσουµε το προηγούµενο σύνολο που περιέχει το µηδέν, τότε 

θα ισχύει 

00 , Iiihxxi ∈∀+= , 

ενώ για οποιοδήποτε ),( 10 xxx∈  έχουµε 
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 0 , µε (0,1)x x hθ θ= + ∈ . (3.8) 

Θεωρούµε αρχικά δυο σηµεία, τα 0 0 1 1( , )και ( , ),x f x f  στα οποία γί-

νεται η παρεµβολή. Προφανώς το πολυώνυµο 1ου βαθµού που διέρχεται από 
αυτά είναι το 
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όπου 0f∆ είναι η διαφορά πρώτης τάξης στο ,0f  ενώ, λαµβάνοντας υπόψη 

το σφάλµα για κάθε άλλο σηµείο εκτός της ευθείας, από τη σχέση (3.7) θα 
ισχύει  

 0 0 0 1( ) ( )( )f x f f A x x x xθ= + ∆ + − − . (3.9) 

Θεωρώντας τώρα τρία σηµεία, τα 0 0 1 1 2 2( , ), ( , )και ( , ),x f x f x f  στα οποία γί-

νεται η παρεµβολή και απαιτώντας το τρίτο να επαληθεύει την (3.9) µπο-
ρούµε να προσδιορίσουµε το A . Θέτοντας 2xx =  στην (3.8) παίρνουµε 

2=θ , ενώ από την (3.9) έχουµε 2
002 22 Ahfff +∆+= . Έτσι, µετά από 

λίγες πράξεις παίρνουµε 
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γενικεύσουµε την παραπάνω διαδικασία και να έχουµε 
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Εφαρµογή 1. Να βρεθεί το άθροισµα 222
2 21 nS +++= ⋯ . 

Λύση: Το παραπάνω άθροισµα είναι η τιµή, για nx = , της συνάρτησης 
2222 )1]([21)( xxxf +−+++= ⋯ , µε 1x > . Ο πίνακας διαφορών αυτής 

έχει την επόµενη µορφή, στην οποία φαίνεται ότι η συνάρτηση f  είναι ένα 
πολυώνυµο τρίτου βαθµού, αφού οι διαφορές τρίτης τάξης, για ισαπέχουσες  
 



 7 

τιµές της µεταβλητής, είναι σταθερές. 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο παρεµβολής 
των Newton – Gregory, µε 0 1x =  και x n= , 

οπότε 1nθ = − , προκύπτει:  

3

5 2
( ) 1 4 ( 1) ( 1)( 2)

2 6
1

( 1)(2 1).
6

f n S

n n n

θ θ θ θ θ θ= = + + − + − −

= + +

 

 

4. ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ 

Το πρόβληµα της προσέγγισης είναι περισσότερο πολύπλοκο και 
µάλλον δεν µπορεί να διδάσκεται στο Λύκειο. Ας θεωρήσουµε πάλι τα 1n +  
γνωστά σηµεία, τα nifx ii )1(0 µε ),,( = . Επιπλέον, ας θεωρήσουµε τη συ-

νάρτηση y  που προσεγγίζει αυτά. Για κάθε τιµή ix , από την προηγούµενη 

συνάρτηση προκύπτει µια τιµή iy , οπότε το σφάλµα που γίνεται κάθε φορά 

είναι 

niyf iii )1(0, =−=ε . 

Αν T
n ),,,( 21 εεεε …=  το διάνυσµα σφάλµατος, τότε ένα καλό κριτήριο για 

την επιλογή της συνάρτησης y  είναι η ελαχιστοποίηση της νόρµας ε . 

4.1. Η ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων 

Αν επιλέξουµε ως νόρµα την Ευκλείδεια νόρµα 
2

ε  και ως συνάρ-

τηση το πρωτοβάθµιο πολυώνυµο  

 y ax b= + , (4.1) 

τότε έχουµε, ως συνάρτηση προσέγγισης, την αποκαλούµενη «ευθεία των 
ελαχίστων τετραγώνων». Στην περίπτωση αυτή ουσιαστικά έχουµε να ελα-
χιστοποιήσουµε τη συνάρτηση: 

∑
=

−−==
n

i
ii baxfbaE

0

22

2
)(),( ε  

Οι συνθήκες πρώτης τάξης, που µας δίνουν τα κρίσιµα σηµεία ([1],[3]), εί-
ναι το σύστηµα 

x f(x) ∆f ∆
2f ∆

3f 
1 1    
  4   

2 5  5  
  9  2 

3 14  7  
  16  2 

4 30  9  
  25   

5 55    
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Η λύση του συστήµατος (4.2) επαληθεύει τις συνθήκες δεύτερης τάξης ([1], 
[3]), δηλ. ισχύει 
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 (4.3) 

Το τελευταίο προκύπτει άµεσα από την ανισότητα του Schwarz ([4]) 
Tx y x y≤ ⋅  

µε 1 2( , , , )Tnx x x x= … και (1,1, ,1)Ty = … . Έτσι η «ευθεία των ελαχίστων τε-

τραγώνων» προκύπτει από τη λύση του συστήµατος (4.2). 

Η αλλαγή της νόρµας σε ε
∞

, µε µια διαδικασία µάλλον πολύπλο-

κη, µας δίνει τη min-max ευθεία. Η διατήρηση της Ευκλείδειας νόρµας και 
η αλλαγή του πολυώνυµου σε πολυώνυµο βαθµού 1 m n< < , αποδεικνύεται 
ότι  µας δίνει µοναδικά βέλτιστα πολυώνυµα βαθµού m . Όµως, τα συστή-
µατα που πρέπει να επιλυθούν για να βρούµε τους συντελεστές των πολυω-
νύµων αυτών δεν είναι «ευσταθή» για 7m > , µε αποτέλεσµα να δηµιουρ-
γούνται προβλήµατα στη λύση τους ([5], [6]). 

4.2. Προσεγγίσεις µε άλλες συναρτήσεις 

Πολλές φορές η γραφική παράσταση των τιµών οδηγεί σε εκθετικές 
συναρτήσεις της µορφής 

      ή       ax ay ce y cx= = . (4.4) 

Η απευθείας χρήση της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων δηµιουργεί 
προβλήµατα. Ωστόσο, αν λογαριθµίσουµε τις σχέσεις (4.4) παίρνουµε 

 ln( ) ln( )     ή      ln( ) ln( ) ln( )y ax b y a x c= + = + . (4.5) 

Αν θέσουµε ɵ ɵln( ), ln( )   και  ln( )y y x x b c= = =  στη σχέση (4.5), προκύ-
πτουν  
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 ɵ ɵ ɵ    ή      y ax b y ax b= + = + . (4.6) 

Οι σχέσεις (4.6) µοιάζουν µε εκείνες της (4.1). Μπορούµε, τώρα, να ακο-
λουθήσουµε τη διαδικασία της προηγούµενης παραγράφου, µε την παρατή-

ρηση ότι οι ɵ ɵln( ) και  ln( )y y x x= =  προσεγγίζουν τις τιµές ln( )if  και 

ln( )ix  αντίστοιχα. 

Η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων χρησιµοποιήθηκε µέχρι εδώ 
µε στοιχεία από το σύνολο των συναρτήσεων 

 { }21, , , , mP x x x= … . 

Όµως, η µέθοδος δουλεύει εξίσου καλά και µε στοιχεία από οποιοδήποτε 
σύνολο µε γραµµικά ανεξάρτητες συναρτήσεις. Έτσι, κάποιος θα µπορούσε 
να δουλέψει π.χ. µε τα σύνολα 

 { }1,cos( ),cos(2 ), ,cos( )T x x mx= …  ή { }1 21, , , , mxx xS e e eλλ λ= … , 

χωρίς αλλαγές στη θεωρία του. 
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