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Περίληψη 

Ο τρόπος με τον οποίο συνδέονται οι τιμές δύο μεταβαλλόμενων μεγε-
θών, μέσα σε ένα χώρο μέτρησης, ενδέχεται να είναι γνωστός, να είναι ή να 
μην είναι προσδιοριζόμενος αν και γνωρίζουμε ότι υπάρχει τρόπος σύνδε-
σης. Σε αυτές τις περιπτώσεις άλλοτε λέμε ότι έχουμε συσχέτιση 
(correlation) των μεγεθών άλλοτε λέμε ότι έχουμε συμμεταβολή 
(covariation) αυτών και άλλοτε ψάχνουμε για το «βαθμό συσχέτισης» των 
μεγεθών. Επίσης, αναφέρονται και αποδεικνύονται θεωρήματα που συνδέ-
ουν τη σχέση των μεγεθών με τη σχέση των μεταβολών τους, μελετώντας τα 
χαρακτηριστικά των συντελεστών συσχέτισης και του ρυθμού μεταβολής. 

Abstract 

The way in which the values of two variables are linked, within a measure-
ment space, it is likely to be known, to be or not to be determined even if we 
know that there is a type of connection. In these cases, we can sometimes 
state that there is correlation of the two variables or there is co-variation, al-
ternatively we search for the ratio of the two variables. Moreover, theorems, 
which link the correlation of the variables to the correlation of their rates, are 
mentioned and proved by studying the characteristics of the ratio and rate 
factors. 

Λέξεις Κλειδιά: Ρυθμός μεταβολής, συσχέτιση, συμμεταβολή, χώρος μέ-
τρησης. 

 

Εισαγωγή 

Η έννοια της συνάρτησης, ως κεντρική στην Μαθηματική Παιδεία και  
οι δυσκολίες στην κατανόησή της από τους μαθητές, έχουν απασχολήσει 



86 34ο Πανελλήνιο Συνέδριο Μαθηματικής Παιδείας 

πολλούς ερευνητές (π.χ. [4], [5]). Κεντρικό ερώτημα στις περισσότερες έ-
ρευνες είναι η εύρεση ενός τρόπου προσέγγισης της έννοιας της συνάρτησης 
διαφορετικού από τον αλγεβρικό. Οι έρευνες έχουν δείξει ότι ο αλγεβρικός 
τρόπος προσέγγισης της συνάρτησης, λόγω του στατικού του χαρακτήρα, 
δημιουργεί δυσκολίες στην κατανόηση της έννοιας και των διαφορετικών 
αναπαραστάσεών της ([2]). Ένα άλλο ερευνητικό αποτέλεσμα είναι ότι η 
ενασχόληση των μαθητών με τα ίδια τα μεγέθη και τον συσχετισμό τους εί-
ναι απαραίτητη πριν την εισαγωγή τους στην έννοια της συνάρτησης ([7]). Η 
συσχέτιση, η συμμεταβολή και ο ρυθμός μεταβολής δύο μεγεθών βρίσκονται 
στο επίκεντρο των ερευνών και διερευνάται η συμβολή τους στην κατανόη-
ση της έννοιας της συνάρτησης και γενικότερα στην ενίσχυση του λεγόμενου 
συναρτησιακού και αλγεβρικού συλλογισμού ([3]). Ο προβληματισμός αυτός 
οδήγησε την ερευνητική μας ομάδα στον σχεδιασμό διδακτικών πειραμάτων 
σε εργαστηριακό πλαίσιο γεμίζοντας διαφορετικού τύπου μπουκάλια: : οι 
μαθητές ρίχνοντας διαδοχικά μια σταθερή ποσότητα νερού (σε διαφορετικά 
μπουκάλια) διερεύνησαν την συμμεταβολή του ύψους και του όγκου του νε-
ρού, εργαζόμενοι στο περιβάλλον του εργαστηρίου των φυσικών επιστημών 
([1]). Σκοπός του άρθρου αυτού είναι να διασαφηνιστούν και να θεμελιω-
θούν από μαθηματική σκοπιά οι έννοιες της συσχέτισης, της συμμεταβολής 
και του ρυθμού μεταβολής που είναι βασικές για την εισαγωγή της έννοιας 
της συνάρτησης στους μαθητές. Πριν αναλύσουμε τις μεταβολές μεγεθών σε 
έναν χώρο, δίνουμε τον βασικό ορισμό του χώρου μέτρησης: 

Ορισμός. Ως χώρο μέτρησης ορίζουμε το χώρο στον οποίο παίρνει τιμές μια 
ποσοτική μεταβλητή. 

Έτσι, για παράδειγμα, όταν μετρούμε το βάρος ή το ύψος των στοιχείων 
ενός συνόλου, ο χώρος μέτρησης αυτών είναι ο χώρος των πραγματικών θε-
τικών αριθμών Թା μαζί με τις μονάδες μέτρησής τους. Σε ένα χώρο μέτρη-
σης, λοιπόν, γίνονται ποσοτικές μετρήσεις, οπότε έχουμε για τιμές της μετα-
βλητής μας στοιχεία του χώρου μέτρησης, π.χ. τις ݔଵ, ଶݔ ⋯ ,  ௡ݔ

Σημείωση: Όταν ο χώρος μέτρησης είναι υποσύνολο του Թ, τότε η μετα-
βλητή μας ονομάζεται αλλιώς «μέγεθος» ή «ποσόν». 

 

1. Μεταβολές σε έναν χώρο. 

Σε έναν χώρο μέτρησης, προφανώς, οι τιμές που παίρνει η μεταβλητή 
υπόκεινται σε μεταβολές, σε αλλαγές. Οι μεταβολές αυτές προσδιορίζονται 
με δυο διαφορετικούς τρόπους: με πολλαπλασιασμό ή με πρόσθεση. 
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 Μεταβολές με πολλαπλασιασμό. 

Θεωρούμε ότι ο χώρος μέτρησης στο οποίο παίρνει τιμές η ποσοτική μετα-
βλητή μας είναι το σώμα των πραγματικών αριθμών Թ. Έτσι, για κάθε βαθ-
μωτό (scalar) ݇௜ ∈ Թ και κάθε τιμή της μεταβλητής μας 0 ് ௜ݔ ∈ Թ  προκύ-
πτει μια καινούργια τιμή για τη μεταβλητή μας, μέσα από το βαθμωτό πολ-
λαπλασιασμό, διαφορετική εν γένει από την προηγούμενη η ݔ௜ାଵ ൌ ݇௜ ∙  .௜ݔ
Αν επί πλέον οι τιμές τις μεταβλητής διαταχθούν με κάποιο τρόπο, όχι ανα-
γκαστικά με την συνήθη διάταξη, τότε το βαθμωτό ݇௜ θα το λέμε «συντελε-
στή» τάξης 1 της μεταβλητής, αν ݔ௜ାଵ ൌ ݇௜ ∙ ௜ା௠ݔ ௜ (ή τάξης m ανݔ ൌ ݇௜ ∙
 :௜). Προφανώς ισχύειݔ

௜ାଵݔ ൌ ݇௜ ∙ ௜ݔ ⟺	݇௜ ൌ
௜ାଵݔ
௜ݔ

൬ή ௜ା௠ݔ ൌ ݇௜ ∙ ௜ݔ ⟺ ݇௜ ൌ
௜ା௠ݔ
௜ݔ

൰ , ∀݅ (1) 

Προφανώς η ισοδυναμία στη σχέση (1) ισχύει για τον μονοδιάστατο χώρο  Թ 
και όχι για χώρους παραπάνω διάστασης.  

 Μεταβολές με πρόσθεση. 

Θεωρούμε, τώρα, ότι η ποσοτική μεταβλητή μας παίρνει τιμές στο χώρο 
μέτρησης αυτής Թ. Έτσι, για κάθε τιμή της μεταβλητής μας ݔ௜ ∈ Թ, υπάρχει 
κάποια τιμή ݔ߂௜ ∈ Թ, για την οποία προκύπτει μια καινούργια τιμή για τη 
μεταβλητής μας, διαφορετική εν γένει από την προηγούμενη, η ݔ௜ାଵ ൌ ௜ݔ ൅
 :௜. Προφανώς, ισχύειݔ߂

௜ାଵݔ ൌ ௜ݔ ൅ ௜ݔ߂ ⟺ ௜ݔ߂ ൌ ௜ାଵݔ െ ,௜ݔ ∀݅ (2) 

H ισοδυναμία της σχέσης (2) ισχύει όχι μόνον για τον μονοδιάστατο χώ-
ρο Թ, αλλά και για χώρους περισσότερων διαστάσεων. 

 

2. Μεταβολές σε δύο χώρους. 

Ας θεωρήσουμε τώρα ότι σε κάθε μέτρηση αντιστοιχούν δύο τιμές 
( , )i ix y  και με κάποιο τρόπο ότι οι τιμές των μεγεθών αυτών συνδέονται 

μεταξύ τους. Σε μία τέτοια περίπτωση εμφανίζονται κυρίως δύο καταστά-
σεις: 

 Υπάρχει (είναι γνωστός ή εύκολος να αναγνωριστεί) ο τρόπος που συν-
δέονται οι τιμές ሺݔ௜,  .௜ሻݕ

 Υπάρχουν οι τιμές, είναι γνωστό ότι αυτές συνδέονται μεταξύ και δεν 
είναι γνωστό ή εύκολο να αναγνωριστεί ο τρόπος της σύνδεσής τους, 
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ωστόσο μας ενδιαφέρει να δούμε το πως συνδέονται οι τιμές των δύο 
μεγεθών. 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η δεύτερη περίπτωση. Γενικά, το πως 
συνδέονται οι τιμές των δύο μεγεθών, δεν είναι πάντα εύκολο να διαπιστω-
θεί και ως εκ τούτου, με δεδομένο ότι οι τιμές του κάθε μεγέθους μεταβάλ-
λονται, ενδιαφερόμαστε σε πρώτη φάση για το πως αλλάζουν (πως μετα-
βάλλονται) οι τιμές των μεγεθών αυτών, οι τιμές του ενός, με τις αντίστοι-
χες τιμές του άλλου. Συνηθισμένος τρόπος προσέγγισης είναι η μελέτη του 

λόγου 
௱௬೔
௱௫೔

, που καλείται «ρυθμός μεταβολής»1 (rate). Στην πρώτη από τις 

δυο παραπάνω περιπτώσεις λέμε ότι έχουμε συσχέτιση (correlation) των 
ποσών, ενώ στη δεύτερη λέμε ότι έχουμε συμμεταβολή (covariation) αυ-
τών. Ωστόσο, δεν είναι λίγες οι φορές που ενδιαφερόμαστε ειδικά για αυτές 
τις μεταβολές. Τόσο η συσχέτιση όσο και η συμμεταβολή των μεγεθών εμ-
φανίζονται όταν είναι γνωστό ότι υπάρχει ο κανόνας που συνδέει τις τιμές 
στους δύο χώρους μέτρησης και ανάλογα με το δρόμο που ακολουθούμε για 
να μελετήσουμε τη σύνδεση των ποσών χαρακτηρίζουμε τη συλλογιστική 
που αναπτύσσεται ως «συσχετιστική λογική» ή «συμμεταβολική λογική». 

Όταν είναι γνωστό ότι δεν υπάρχει κανόνας σύνδεσης ή όταν δεν είναι γνω-
στή η ύπαρξη αυτού του κανόνα (Παράδειγμα 2.4), τότε μιλάμε για το 
«βαθμό συσχέτισης» (ή μιλάμε για την «προσέγγιση») των μεγεθών και 
ένας χαρακτηριστικός τρόπος αντιμετώπισης είναι η «ευθεία των ελαχίστων 
τετραγώνων» (παλινδρόμηση). Παρόλο ότι η συσχέτιση των τιμών είναι σε 
πρώτο επίπεδο όσον αφορά τη σύνδεση των τιμών των μεταβλητών και η 
συμμεταβολή σε ένα δεύτερο επίπεδο και οι δύο προϋποθέτουν την ύπαρξη 
της σύνδεσης των τιμών των δυο ποσοτήτων και μελετούν αυτή καθαυτή 
την σύνδεση. Στα επόμενα παραδείγματα παρουσιάζουμε μεγέθη που συν-
δέονται με κάποιο τρόπο, τις τιμές τους, τις μεταβολές των τιμών τους και 
ένα παράδειγμα χωρίς να υπάρχει σύνδεση τιμών. 

Παράδειγμα 2.1 Στο διπλανό 
πίνακα φαίνονται οι τιμές της 
πλευράς xi και της διαγώνιου yi 
ενός τετραγώνου, καθώς και οι 
μεταβολές τους. 

∆xi  κi  xi  yi  λi  ∆yi 

1  2  1  1,41  2  1,41 

1  1,5  2  2,82  1,5  1,41 

1  1,33  3  4,23  1,33  1,41 

1  1,25  4  5,64  1,25  1,41 

                                                 
1	Άλλες δόκιμες εκφράσεις είναι: «λόγος μεταβολής», «λόγος διαφορών» ή 
«διαιρεμένες διαφορές».	



34ο Πανελλήνιο Συνέδριο Μαθηματικής Παιδείας 89 

1  1,2  5  7,05  1,2  1,41 

1  1,17  6  8,46  1,17  1,41 

1  1,14  7  9,87  1,14  1,41 

8  11,28 

Παράδειγμα 2.2 Στο διπλανό 
πίνακα φαίνονται οι τιμές της 
πλευράς xi και του εμβαδού yi 
ενός τετραγώνου, καθώς και οι 
μεταβολές τους. 

∆xi  κi  xi  yi  λi  ∆yi 

1	 2  1  1  4  3 

1	 1,5 2 4 2,25  5 
1	 1,33 3 9 1,78  7 
1	 1,25 4 16 1,56  9 
1	 1,2 5 25 1,44  11 
1	 1,17 6 36 1,36  13 
1	 1,14 7 49 1,31  15 

8	 64

Παράδειγμα 2.3 Στο διπλανό 
πίνακα φαίνονται οι τιμές του 
μήκους xi και του πλάτους yi ενός 
ορθογωνίου σταθερού εμβαδού, 
καθώς και οι μεταβολές τους. 

∆xi  κi  xi  yi  λi  ∆yi 

1  2  1  24 
1
2
  ‐12 

1 
3
2
  2  12 

2
3
  ‐4 

1 
4
3
  3  8 

3
4
  ‐2 

2 
3
2
  4  6 

2
3
  ‐2 

2 
4
3
  6  4 

3
4
  ‐1 

4 
3
2
  8  3 

2
3
  ‐1 

12 2

Παράδειγμα 2.4 Ένας επιστήμονας καταγράφει, για δέκα χρόνια, τον αριθ-
μό των κηλίδων του ήλιου και τα τροχαία ατυχήματα που συμβαίνουν στην 
Ελλάδα. 

Για τα μεγέθη: αριθμός κηλίδων και αριθμός τροχαίων ατυχημάτων ενδια-
φερόμαστε για το «βαθμό συσχέτισης» αυτών. 

Παράδειγμα 2.5 Στο διπλανό 
πίνακα φαίνονται ο όγκος xi και 
το ύψος yi του νερού σε ένα 
μπουκάλι που γεμίζει με κάποιο 
τρόπο με νερό, καθώς και οι με-
ταβολές τους. 

∆xi  κi  xi  yi  λi  ∆yi 

55 2 55 2,01 1,47 0,94 
55 1,5 110 2,95 1,27 0,79 
55 1,33 165 3,74 1,2 0,73 
55 1,25 220 4,47 1,16 0,7 
55 1,2 275 5,17 1,14 0,71 
55 1,17 330 5,88 1,13 0,75 
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55 1,14 385 6,63 1,12 0,82 
55 1,13 440 7,45 1,21  1,53 
30 1,06 495 8,98 1,11  1,02 

 525 10    

Παράδειγμα 2.6 Θεωρούμε 
δύο σταθερά σημεία Α και Β, 
μία σταθερή ευθεία (ε) και ένα 
κινητό Μ επ’ αυτής. Τα μεγέ-
θη μας είναι οι αποστάσεις xi 
και yi του κινητού Μ, κάθε 
στιγμή, από τα σημεία Α και 
Β.  

∆xi  κi  xi  yi  λi  ∆yi 

0,66  1,3  2,22  10,21  0,8  ‐2,03 
1,87 1,65 2,88 8,18 0,88  ‐0,97 
1,03 1,22 4,75 7,21 0,87  ‐0,92 
1,07 1,18 5,78 6,29 0,87  ‐0,84 
1,08 1,16 6,85 5,45 0,87  ‐0,73 
1,09 1,14 7,92 4,72 0,88  ‐0,56 

 9,01 4,17    

Στα τρία πρώτα παραδείγματα η συσχέτιση είναι εμφανής. Στα δύο τελευ-
ταία παραδείγματα παρατηρώντας τις τιμές των μεταβλητών δεν είναι εμφα-
νής η σχέση που στις συνδέει, όμως γνωρίζουμε την ύπαρξή της. Τέλος στο 
Παράδειγμα 2.4, φαίνεται να μην υπάρχει συσχέτιση τιμών. 

2.1 Η συσχέτιση των τιμών.  

Η πιο απλή συσχέτιση των τιμών δυο μεταβλητών είναι αυτή που δίνε-
ται με τον πολλαπλασιασμό, π.χ. ݕ௜ ൌ ݉௜ ⋅ ௜ݔ ⇔ ݉௜ ൌ

௬೔
௫೔

 (Παράδειγμα 3.1). 

Ο συντελεστής, που στο εξής θα τον καλούμε «συντελεστή συσχέτισης» 
(ratio), δεν είναι πλέον καθαρός αριθμός, αλλά μέγεθος και ανάλογα με το 
πρόβλημα έχει και περιεχόμενο. Τα ποσά (μεγέθη), των οποίων ο συντελε-
στής συσχέτισης είναι σταθερός αριθμός (݉௜ ൌ ݉,∀݅), τα λέμε ανάλογα πο-
σά. Ο συλλογισμός που παράγεται κατά τη μελέτη των ανάλογων ποσών κα-
λείται «αναλογικός συλλογισμός» [6], μάλιστα ο Vergnaud [8] διακρίνει τον 
αναλογικό συλλογισμό σε δύο κατηγορίες α) τον «βαθμωτό» συλλογισμό και 
β) τον «συναρτησιακό» συλλογισμό. Έτσι, από τον Πίνακα στο Παράδειγμα 
3.1, μπορούμε να διατυπώσουμε το επόμενο Θεώρημα. 

Θεώρημα 2.1 Δυο μεγέθη είναι ανάλογα (ݕ ൌ ݉ ⋅ -αν και μόνον αν οι συ ,(ݔ
ντελεστές μεταβολής των δυο μεγεθών είναι ίσοι. Επιπλέον, ο ρυθμός μεταβο-
λής τους διατηρείται σταθερός και ισούται με τον συντελεστή συσχέτισης.  

Απόδειξη. Θεωρούμε τις μεταβλητές ܺ και ܻ με τιμές ݔ௜ και ݕ௜, και τους 
συντελεστές μεταβολής αυτών ߢ௜ και ߣ௜, ∀݅ αντίστοιχα. Τότε  

௜ݕ
௜ݔ
ൌ ݉ ൌ

௜ାଵݕ
௜ାଵݔ

⇔
௜ାଵݔ
௜ݔ

ൌ
௜ାଵݕ
௜ݕ

⇔ ௜ߢ ൌ ,௜ߣ ∀݅ 
(3) 
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Έτσι, αφού́ η τελευταία ισότητα της (3) ισχύει ∀݅, το ορθό του Θεωρήματος 
3.1 απεδείχθη. Το γεγονός ότι το σύμβολο ⇔ υπάρχει παντού δείχνει την 
ισχύ του αντιστρόφου, δηλαδή ότι ποσά με ίσους λόγους μεταβολής είναι 
ανάλογα.  

Επίσης από την σχέση (ݕ ൌ ݉ ⋅   έχουμε (ݔ

௜ାଵݕ ൌ ݉ ⋅ ௜ାଵݔ
௜ݕ ൌ ݉ ⋅ ௜ݔ

ቅ ⇒ ௜ݕ߂ ൌ ݉ ⋅ ௜ݔ߂ ⇔
௜ݕ߂
௜ݔ߂

ൌ ݉, ∀݅ 
(4) 

Η (4) αποδείχνει το δεύτερο μέρος του Θεωρήματος. Είναι πλέον φανε-
ρό, ότι στα ανάλογα ποσά, ο ρυθμός μεταβολής (rate) και ο συντελεστής συ-
σχέτισης (ratio) ταυτίζονται. Επίσης, από τον πίνακα στο Παράδειγμα 3.3 
μπορούμε να διατυπώσουμε και να αποδείξουμε το Θεώρημα  

Θεώρημα 2.2 Δυο ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα (ݕ ൌ ఈ

௫
), αν και μόνον αν 

οι συντελεστές μεταβολής των τιμών τους, σε δύο χώρους μέτρησης, είναι α-
ντίστροφοι αριθμοί.  

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι παρόμοια με την απόδειξη του Θεωρήματος 2.1. 

Ακόμη, ο πίνακας στο Παράδειγμα 3.2 μας οδηγεί στο να διατυπώσουμε και 
να αποδείξουμε το εξής  

Θεώρημα 2.3 Η σχέση ݕ ൌ ߙ ⋅ -ଶ συσχετίζει δυο ποσά σε δυο χώρους μέτρηݔ
σης, αν και μόνον αν οι συντελεστές μεταβολής των τιμών τους, διέπονται από 
τη σχέση ߢ௜

ଶ ൌ   .௜ߣ

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι παρόμοια με την απόδειξη του Θεωρήματος 2.1. 

2.2 Η συμμεταβολή των τιμών.  

Στο Παράδειγμα 3.5 η συσχέτιση δεν είναι εύκολη και προς τούτο χρη-
σιμοποιούμε τις διαφορές μεταβολών και ειδικότερα τον ρυθμό μεταβολής  
௱௬೔
௱௫೔

. Ο ρυθμός μεταβολής, ουσιαστικά, είναι η μεταβολή της τιμής της μετα-

βλητής ܻ σε σχέση με τη μοναδιαία μεταβολή της μεταβλητής ܺ ή αλλιώς η 
ποσοστιαία μεταβολή της τιμής της μεταβλητής ܻ σε σχέση με τη μεταβολή́ 
της μεταβλητής ܺ, που μπορεί να εκφραστεί και επί τοις εκατό (κλίση). Γε-

ωμετρικά ́εκφράζεται με την ߱߮ߝ ൌ ௱௬೔
௱௫೔

 .  
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Σχήμα 1: Τα σημεία των μεταβλητών xi  (όγκος) 
και της yi (ύψος). 

Σχήμα 2: Τα σημεία των με-
ταβλητών xi και yi του κινη-
τού από τα δυο σταθερά ση-
μεία.

Στο Σχήμα 1 φαίνεται καθαρά η γραφική παράσταση της σχέσης που 
συνδέει τον όγκο με το ύψος του Παραδείγματος 2.5. Για το Παράδειγμα 2.6 
καταφεύγουμε στις τιμές του ρυθμού μεταβολής και οι τιμές του φαίνονται 
στο επόμενο διάνυσμα:  

௜ݕ߂
௜ݔ߂

ൌ ሺെ3.08,െ0.52,െ0.89,െ0.79,െ0.68,െ0.51ሻ் 

Όπως παρατηρούμε, η σχέση συσχέτισης πρέπει είναι φθίνουσα και αλ-
λάζει από κυρτή σε κοίλη και να γίνεται πάλι κυρτή, ακριβώς όπως φαίνεται 
στο Σχήμα 2. 

Μπορούμε, λοιπόν, να διατυπώσουμε και να αποδείξουμε εδώ ότι,  

Θεώρημα 2.4 Αν σε δυο χώρους μέτρησης ο ρυθμός μεταβολής των τιμών 
είναι σταθερός, τότε τα μεγέθη συνδέονται με τη σχέση ݕ ൌ ݉ ∙ ݔ ൅ ܾ. 

Απόδειξη. Θεωρούμε τις μεταβλητές X και Y με τιμές ݔ௜ και ݕ௜, με ρυθμό 

μεταβολής ݉ ൌ ௱௬೔
௱௫೔

⇔ ௜ݕ߂ ൌ ݉ ∙  :௜. Τότε, ∀݅ ισχύειݔ߂

௜ݕ െ ௜ିଵݕ ൌ ݉ ∙ ሺݔ௜ െ ௜ିଵሻݔ
௜ିଵݕ െ ௜ିଶݕ ൌ ݉ ∙ ሺݔ௜ିଵ െ ௜ିଶሻݔ

⋮
ଵݕ െ ଴ݕ ൌ ݉ ∙ ሺݔଵ െ _________________________________________଴ሻݔ
௜ݕ െ ଴ݕ ൌ ݉ ∙ ሺݔ௜ െ ଴ሻݔ

 (8) 

Με ܾ ൌ ଴ݕ െ ݉ ∙ ௜ݕ ଴, παίρνουμεݔ ൌ ݉ ∙ ௜ݔ ൅ ܾ ή γενικότερα ݕ ൌ ݉ ∙
ݔ ൅ ܾ. 
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Για την τετραγωνική συνάρτηση ισχύει το επόμενο Θεώρημα, 

Θεώρημα 2.5 Αν σε δυο χώρους μέτρησης ο ρυθμός μεταβολής των τιμών 
είναι ανάλογος του αθροίσματος των αντίστοιχων διαδοχικών τιμών της με-
ταβλητής X, τότε τα μεγέθη συνδέονται με τη σχέση ݕ ൌ ݉ ∙ ଶݔ ൅ ܾ. 

Απόδειξη. Η απόδειξη ακολουθεί τα βήματα της απόδειξης του Θεωρήματος 
2.4. 

Τέλος, για την υπερβολή ισχύει το εξής, 

Θεώρημα 2.6 Αν σε δυο χώρους μέτρησης ο ρυθμός μεταβολής των τιμών 
είναι αντιστρόφως ανάλογος του αντίθετου του γινομένου των αντίστοιχων 
διαδοχικών τιμών της μεταβλητής X, τότε τα μεγέθη συνδέονται με τη σχέση 
ݕ ൌ ௠

௫
൅ ܾ. 

Απόδειξη. Παρόμοια κι εδώ, η απόδειξη ακολουθεί τα βήματα της απόδει-
ξης του Θεωρήματος 2.4. Τέλος αναφέρουμε ότι: 

Θεώρημα 2.7 Αν σε δυο χώρους μέτρησης ο συντελεστής μεταβολής των τι-
μών της μεταβλητής Y είναι η δύναμη της διαφοράς των αντίστοιχων τιμών 
της μεταβλητής X, της σταθεράς m, δηλαδή ݇௜ ൌ ݉௱௫೔, τότε τα μεγέθη συνδέο-
νται με τη σχέση ݕ ൌ ܾ ∙ ݉௫. 

Απόδειξη. Η απόδειξη ακολουθεί  τα βήματα του Θεωρήματος 2.4, αφού 
πρώτα λογαριθμίσουμε τη σχέση 

௬೔
௬೔షభ

ൌ ݉௫೔ି௫೔షభ. 

 Σημείωση: Στο άρθρο, λόγω του περιορισμού του σε 10 σελίδες, έχουν πα-
ραλειφθεί οι αποδείξεις μερικών Θεωρημάτων και ορισμένες σημαντικές α-
ναφορές. Ο αναγνώστης μπορεί να ζητήσει το πλήρες άρθρο από τους συγ-
γραφείς.  
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